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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Предлагаемая читателю часть трактата Н. Бурбаки представляет 
собой сводку результатов еще не написанной книги «Дифференци- 
руемые и аналитические многообразия». 

Понятие многообразия играет очень большую роль во многих 

разделах математики и ее приложений. В последние годы это поня- 
тие существенно расширилось в двух направлениях.. Во-первых, 
начато математическое изучение бесконечномерных многообразий 
(которые уже давно появлялись в функциональном анализе, гео-. 
метрии, механике и физике). Во-вторых, развитие алгебраической 
геометрии и. теории чисел естественно привело к рассмотрению _ 
многообразий над произвольным полем. 
_ В литературе на русском языке имеется довольно много изло- 
жений классической теории многообразий. Бесконечномерные мно- 
гообразия рассматриваются в книге С. Ленга «Введение в теорию 
дифференцируемых многообразий», «Мир», 1967, а некоторые эле- 
ментарные сведения о р-адических многообразиях содержатся в 
книге Ж.-П. Серра `«Группы и алгебры Ли», «Мир», 1970. 

Однако единого изложения теории многообразий в достаточной 


_ общности пока нет; кроме того, указанные выше книги давно разо- 


шлись. Поэтому перевод сводки результатов Н. Бурбаки, даже до 
выхода самой книги, мне кажется весьма своевременным. 
Французское издание «Сводки результатов» появилось в двух 
выпусках с интервалом в четыре года. При переводе оба выпуска. 
соединены в одну книгу с общим введением, указателями обозна- 
чений и терминов и дополнениями. Исправлены опечатки первого 


выпуска, указанные автором в приложении ко. второму выпуску. 


Читатель наверняка уже знаком со стилем а. Н. Бурбаки, 
который сохраняется и в данном издании. 

Как правило, мы придерживались перевода терминов, уже встре- 
чавшихся в ранее переведенных выпусках. Два Ее заслужи- 
вают особого упоминания. 

Термин «аррИса оп ргорге» в первом русском издании «Общей 
топологии» был переведен как «свойственное отображение», а во 
втором — как «совершенное отображение». Мы предпочли термин 
«собственное отображение», который чаще всего употребляется в 
современной литературе,’ 
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Прилагательное «sous-jacent» точнее всего было бы перевести“ 
как «подлежащее», но это слово в русском языке давно уже превра-_ 
тилось в существительное. Поэтому мы были вынуждены исполь- 
зовать (как и в переводе «Теории множеств») термин «нижележа- 
щее». Введение этого термина заменяет часто встречающиеся в на- 
шей математической литературе обороты, вроде следующих; «Забу- 
дем временно, что С есть топологическая группа, и рассмотрим ее 
как абстрактную группу» или «Многообразие X, ne 
как топологическое пространство», ... . 

Отметим, что вместо понятия нижележащей структуры иногда 
вводят так называемый «стирающий ыы (ср. учебник алгебры 
С. Ленга). 

В заключение укажем, что ссылки на уже переведенные части 
трактата H. Бурбаки заменены ссылками на соответствующие рус- :. 
ские переводы. В остальных случаях сохранены ссылки Ha француз- 
ские издания. 


А. Кириллов 
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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ 


Основное поле 


Во всей этой книге буква К означает либо нормированное поле В. 
вещественных чисел, либо нормированное поле С комплексных 
чисел, либо полное нормированное недискретное коммутативное. 
поле с ультраметрическим абсолютным значением (Тор. gen., chap. 


IX, 3°64., 53). Если не оговорено противное, все банаховы прост- 


ранства, все многообразия, все морфизмы, все расслоения и т. д. 


рассматриваются над К. 
Специальные соглашения для некоторых параграфов yKasbiBa- 
ются в их начале. 


Топологические векторные пространства 


Когда поле К отлично от В или С, мы называем полунормой 
(соотв. нормой) на векторном пространстве F над К ультраполу- 
норму (соотв. ультраполунорму, являющуюся нормой) на F (Esp. 
vect. top., chap. Il, 2° éd., $ 1). Если у — полунорма на F и если 
x € F, мы часто будем писать | x |, вместо (x). 

Нормируемым пространством называется топологическое век- 
торное пространство над К, топология которого может быть опре- 
делена одной нормой, и банаховым пространвтвом — полное нор- 
мируемое пространство !). Полинормированным пространством назы- 
вается топологическое векторное пространство над К, топология 
которого может. быть определена семейством полунорм; когда К = 
= В или С, это понятие совпадает с понятием локально выпуклого 
пространства. 

Если Е u F— полинормированные пространства, через 
Æ, (Е; Е) обозначается пространство и1-линейных непрерывных 


отображений из Б” в F, наделенное топологией равномерной Cxo- 


димости на ограниченных подмножествах в Ε΄» это полинормиро- 
ванное пространство. Если, кроме того, Е нормировано и если 
у — непрерывная полунорма на Ё, а u € %„ (Е; Е), то через 


1) Это определение отличается от определения, данного в Esp. vect. top., chap. 
I, § 1, где банаховым пространством называется полное ea простран- 
ство, 


Lx 


ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ ee: 


| u], обозначается наименьшее неотрицательное число, такое, 
что | 


Хи | 


[и (Χι, .... IM < < [и |. 
каковы бы ни были элементы x, € Ё. 


eee 


Мультииндексы 


Пусть | — множество. Для α = (αι) и В = (В,), принадлежащих 
№), полагаем (см. Alg., chap. III, 3° éd., начало главы) 


[%| = αι, 
α!-- Па, 


ie! 
α--β--(αι Ἴ-βῥιει 
(αι + βι)! 
((œ, β)) = u Ты: 
iel : 
Положим a < В, если a, < В, для всякого i € [, что эквивалентно 
существованию такого у € N, что В =а + 7; этот элемент γ 
тогда единствен. и обозначается через В — a, 


Если x = (X;)ie7 — семейство попарно коммутирующих элемен- 
тов в кольце А с единичным элементом |, то полагаем 


х® = П ,< xt! (условясь, что x° = 1). 
181 | 
Имеем x?T® = χα xp. 
1 
Annie! через &, обозначается. элемент из №), все координаты 
которого нулевые, за исключением координаты с индексом i, рав- 


‚ной 1. Имеем a = 2 αἰ) для всякого элемента & = (,) из N”, 
t ; 


Ограничение отображения 


Если f — отображение множества А в множество В и если С — 
подмножество в А, через f | С обозначается ограничение отображе- 


_ ния f на С. 


Элементы © U w 


К множеству целых чисел присоединим два элемента, обозна- 
чаемые через oo и ὦ. Отношение порядка между целыми числами 
продолжается с помощью соглашения 


n < © < о для всякого целого п. 


10 οὔ | ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ 


Полагаем | 
со 4 =И + © = хи-+и=я + о =, ПЕЙ. 


Буква r означает либо целое число > 1, либо один из элементов оо 
или ©. Если KR, буква г означает всегда элемент ©. Если r = oo 
(соотв. г = ὦ), полагаем г — k == r для всякого целого числа k > 1. 


Введем для поля К следующее множество Nx: 
а) Если К = В, то Nx образовано целыми числами > 1 и сим- 


волами со и &. | 
Ὁ) Если KR, то Мк сводится к единственному элементу @. 
Всюду в дальнейшем выражение вида «пусть À — многообра- 
se класса С’» подразумевает, что г принадлежит Nx; оно эквива- 
лентно выражению «пусть г Е Nx, и пусть X есть К-многообразие 


класса C’». | 
_ Таким образом, если К = В, мы рассматриваем либо дифферен- 
цируемые многообразия класса С’ (1 <r < co), либо аналитиче- 


ские многообразия, т. е. многообразия класса С”. Если же К KR, 
мы рассматриваем аналитические многообразия. 


2. Ἂ a RE D. | 
Ὃς Εν 
< 


$ 1. Дифференцируемые функции 


В этом параграфе буква Е означает нормируемое топологическое 
векторное пространство над К, буква F — отделимое полинорми- 
рованное пространство над К. 


1.1. Порядок контакта двух функций в точке 


1.1.1. Пусть X — топологическое пространство и 60 — числовая 
функция, определенная в окрестности точки X, из X. Говорят, что 
функция f, определенная в окрестности точки X, и принимающая 
значения в F, пренебрежима по сравнению с 0 в Xo, если выполнено 
следующее условие: 

Для всякого & >> 0 и всякой полунормы ‘у, непрерывной на Е Cy- 
ществует окрестность У точки хо, в которой определены функции Î 
и 0, такая, что 


lf (x) |, < £8 (x) для всякой точки χεγ. 


Для того чтобы f была пренебрежима по сравнению с 0, необхо- 
димо, чтобы это условие выполнялось для некоторого семейства полу- 
норм, определяющего топологию в Р. Факт пренебрежимости ИЛИ 

непренебрежимости функции } по сравнению с 0 в X, зависит лишь 
от ростков функций [и 0 в. точке Χρ. Через о», (0) (или о (6), . 
когда это не повлечет за собой неясности относительно ху) обо- 
значается множество ростков в точке X, функций, пренебре- 
жимых по сравнению с 0 в Xp: это векторное подпространство 
пространства ростков в X, отображений, принимающих значения в 
пространстве F. Если f пренебрежима по сравнению с 09, будем 
писать, допуская вольность в обозначениях, | E Οι, (0), или также 


Ϊ τ бо (9 (x)), когда x стремится к Xp. 


` Если ри g — два отображения некоторой окрестности точки № 
в F, будем писать также [= g mod о (8), если ᾗ — g пренебре- 
жимо по сравнению с 0. 

Предположим, что К равно В или С и что x, лежит в замыкании 
множества У тех точек в X, где θ определена и не обращает- 
ся в нуль. Тогда f € o (0) обозначает, что f (х)/0(х) стремится к 
0, когда x стремится к Χρ, оставаясь в У, и что 09 (x) = 0 влечет 
за собой f (x) = 0. 
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1.1.2. Пусть f u g— две функции со значениями в F, определенные 
в окрестности точки X% в Е. Если т — целое положительное число, 


говорят, что f H g имеют контакт порядка > т в №, если 


f(x) — Е о (x — x,|") для x, стремящейся K Xp, 


какова бы ни была норма, выбранная для определения топологии 
в Е. Для этого необходимо‘ и достаточно, чтобы предыдущее соот- 
ношение выполнялось для одной нормы, определяющей топологию 
в Ё. Если это так, To f(x) = ϱ (Xp). 

Если { и g принимают одно и то же значение в точке Xp, поряд- 
ком контакта функций [и & в Χρ называется верхняя грань (конеч- 
ная или равная + 00) целых чисел т, таких, что | и & имеют KOH- 
такт порядка > т в Xo. 


_1.1.3. Порядок контакта функций [u gB ж зависит лишь OT pocm- 


ков этих функций в точке Χρ. Можно, стало быть, говорить о поряд- 
ке контакта двух ростков ф и\р отображений пространства EB FB 


точке %X,. Отношение «ф и Ψ имеют контакт порядка > т» есть 


отношение эквивалентности, согласованное с векторной структурой. 


i. Функции, дифуеренцируемые в точке 


1.2.1. Пусть / — функция, определенная в окрестности точки X, 
пространства E, со значениями в F. Говорят, что } дифференци- 
руема в Xo, если существует аффинная непрерывная функция Ὁ из 
E B F, имеющая в Χρ контакт порядка > | с f. Это отображение Ὁ 
единственно; существует единственное непрерывное линейное отоб- 
ражение, обозначаемое через Df (Χο), из Ев F, такое, что 


о (x) = 0 (%) + ВР (ху). (x — χο). 
Если выбрана норма на E, это эквивалентно тому, что 
Ё (% + h) =f (Χρ) + Df (Αρ) : В modo (||) для A, стремящегося к 0, 
что можно также записать в виде 


| |} (4ο + ἡ) — À (40) — DF (%) . Ally 
im 
h-0,h0 IA | 


для всякой полунормы Y, непрерывной Ha F. 
Элемент Df (x) из & (Е; F) называется производной функции 
f 8 точке Χρ. Часто пишут D,f (x) вместо D} (x) - h; это элемент 
из Е, определенный соотношением | 
: Xo + th) — f(x 
D,f (X,) = lim Ee ЕЮ ; 
1-0, {560 
1.2.2. Говорят, что функция À строго дифференцируема в Χα, если 
она дифференцируема в Χρ и если для всякой нормы, определяющей 


RITES пикет -- 


TEE Te eg ue. 
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топологию`в Е, имеет место соотношение 

f(y) — Ге) = БР. 0—2) mod о (9—2) = 
для (y, 2), стремящегося к (Χρ, %) в Е X Е. Для этого достаточно . 
выполнения приведенного условия для одной нормы, определяю- 
щей топологию в E. Предположим дополнительно, что E и F норми- 
рованы; для всякого числа с >> | Df (x,) | существует тогда такая 
окрестность У точки хо, что | f (y) — | (2) | <с.|у—2| для у, 2 
из И; отсюда следует, что функция [ равномерно непрерывна в У. 


1.2.3. Дифференцируемость или строгая дифференцируемость функ- 
ции } в X) зависит лишь OT ростка функции [ в хо. Ростки функций, 
дифференцируемых в Χρ, образуют векторное подпространство J 
а всех ростков, и отображение [> Df (x) из Тв 

(Е; F) линейно. Ростки функций, строго дифференцируемых в Xp, 
образуют векторное подпространство в 9". 


‚1.2.4. Функция, дифференцируемая в точке Χρ, непрерывна в ней. 


1.2.5. Когда Е = К, отображение ur> и (1) есть изоморфизм из 
% (Е; Ε) на F; если функция f дифференцируема в Χρ, то элемент 

Г (%) = Df (Ko) : 1 
есть не что иное, как производная функции / в точке X, в смысле, ука- 
занном в Функц. действ. nep., гл. 1, $ 1, n° 6, замечание 2. 


1.3.. Композиция дифференцир уемых функций 


1.3.1. Предположим, что пространство F нормируемо. Пусть x, € 
€ Ey y € F, И — окрестность точки Χρ, V — окрестность точки 
Yo; пусть, наконец, | — отображение окрестности И в У, дифферен-. 
цируемое в Xo, причем [ (X) = Yo. Если g — отображение окрест- 
ности У в полинормированное отделимое векторное пространство 
G, дифференцируемое в Yo, то отображение g ο [из U в С дифферен- 

цируемо в Χρ, и мы имеем | 


(1) Ρ(6 ο f) (x) = Dg (y,) ° Df (Xp). 


Если f u g строго дифференцируемы, то и g ° f строго дифференци- 
руемо. 


1.3.2. Пусть } — отображение, определенное в окрестности точки 


- Xp пространства E, со значениями в F; если и — линейное непре- 


рывное отображение пространства F в полинормированное отдели- 
мое пространство С, то функция ο} дифференцируема в жи 


(2) | D (ue f)(x,) = ue Df (x). 


1.3.3. Предположим, что F — произведение семейства (Fer 


= 
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полинормированных отделимых векторных пространств; для вся- 
кого i H3 [ пусть /, — отображение, определенное в ‘окрестности U 
точки № В Е, со значениями в F;, и пусть [ = (f,)ier. Для того 
чтобы f было \дифференцир уемым (соотв. строго дифференцируемым) 
В Χρ, необходимо и достаточно, чтобы этим свойством обладали отоб- 

ражения /,; имеем 


(3) Df (Xo) = (Daf; (Xp) ier для всякого h в Ε. 


> 3.4. Если Е = К, можно в формулах (1) и (3) заменить Df (ο) на 
f (αὐ) u Défi (to) Ha fe (ж). 


1.4. Произведение дифференцируемых функций 


1.4.1. Пусть Fy, .... F, — полинормированные отделимые про- 
странства и и — непрерывное т-линейное отображение из F, X 

.... X Fin BF. Пусть U — окрестность точки ху в E, и пусть |, — 
отображение окрестности И в пространство F, (для 1 Ci < m). 
Если отображения /, дифференцируемы (соотв. строго дифференци- 


руемы) в хо, то таково же и и (fy, ..., /m) = δ, и мы имеем. 
Ὁ Dag (0) = Zul «+++ Dab os ..., Im) 
| для hus E, 


что записывается более кратко в таком виде: 


т 


(5) Рё = Zul... Din Е a © 
В частности, для т = 2 | 
(6) Du (р, fe) = и (БР, fe) + 4 (f1,Df2)- 


Для т = 1 вновь получаем 1.3.2. 


1.4.2. Когда E =К, в формулах (4) — (6) можно заменить Dg на 
g’ u Dj; Ha fi. 


1.5. Первые варианты теоремы о неявных функциях 


Предположим, что Е и F — банаховы пространства, и пусть Xo — 
точка B E, U — окрестность точки X, и ᾗ — отображение окрест- 
ности Ив F. Предположим дополнительно, что ния Ϊ строго 


дифференцируема в Xp. 


1.5.1. Если Df (x9) — изоморфизм пространства E на F, существуют 
открытая окрестность U, точки Χρ, содержащаяся в U, и открытая 
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окрестность V, точки (Χο), такие, что / | U, есть гомеоморфизм окрест- 
ности U, на Vy. Отображение g: У, > U SENOS K {| Uo, строго 
дифференцируемо в точке ῇ (Xo) и 


Dg (f (Xp) = Dj Ta 


1.5.2. Если Df (x,) — cioptekmuenoe отображение пространства E 
на F, то существует такая открытая окрестность U, точки Χρ, CO- 


держащаяся в U, что ᾗ | U, есть открытое отображение. 


1.5.3. Если отображение Df (x,) инъективно и его образ замкнут, 
то существует такая замкнутая окрестность U, точки хо, содержа- 
щаяся в U, что} | U, есть ее гомеоморфизм Ha ai подмноже- 
ство пространства F. 


1.6. Частные производные 


1.6.1. Пусть Ÿ — функция, определенная в окрестности U точки 
Ху Из Е, со значениями в F. Пусть X — векторное подпространство 
в E u V — множество таких точек х из À, что X% + ΧΕ U; положим 


g(x) = (% + x) для x € V. Говорят, что } допускает частную 


производную в ху вдоль À, если в допускает производную в точке 0; 


она обозначается через Dy f (x); это линейное непрерывное отоб- 


ражение подпространства X в F. Если | дифференцируема в Xp, 
она допускает частную производную в X, вдоль X, и эта частная 
производная есть ограничение отображения D} (x) Ha À. | 


1.6.2. Предположим, что Е — произведение конечного семейства. 
нормированных векторных пространств ЕЁ; (1 < i « п), канониче- 
ски отождествляемых с подпространствами пространства ЕЁ; пусть 
Х = (x0, ..., №0) лежит BE U И — окрестность точки ху в Е; пусть, 
наконец, } — отображение окрестности U в F. Обозначим через 
D,f (x,) производную в точке хо, если она существует, en: 
2, +> | (хо, sy js ces XQ), определенного в окрестности точки x προ- 
странства E,, со значениями в Р. Это элемент из (6 (Е;; Е), который 
называется 1-й частной производной отображения | в точке Xp. — 
Если функция } дифференцируема в Χρ, существует и частных 
производных, и они определяют Df (xs) формулой 


Di(x).h= Σ DEKA BER = hy, ... ὅς) ἃ Е. 


1.6.3. В частности, пусть Е = К". Если частные производные 
отображения À в Χρ существуют, то через, O,f (Χρ) обозначается эле- 
мент D, f (x) ;: 1 из F, Часто используется следующая запись; 
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предположим, что выбраны обозначения для функций, являющихся 
координатами на К”, например u, означает {-ю проекцию прост- 
ранства К” на К; тогда пишут 
Οἱ Of 
= иг (Χο) ΗΠΗ —— 


вместо Of (Xp). 


1.6.4. Пусть Е = K° u F = К"; предположим, что функция f = 
= (fi, ..., /„) со значениями в F дифференцируема в точке x, из E. 
Частные производные ал = O,/; (Xp) тогда существуют (это элементы 
из К). Матрица с т строками H ñn столбцами, образованная элемен- 
тами ал (элемент строки индекса | и столбца индекса 1), называется 
якобиевой матрицей функции [ В Χρ; это матрица линейного отобра: 
жения Df (x) пространства К” в К” по отношению к каноническим 
базисам этих пространств. 


1.7: Итерированные производные 


1.7.1. Пусть  — функция, определенная в окрестности точки X, из 
Е, со значениями в F. Если f дифференцируема в окрестности точки 
Xo, ее производная D} есть отображение окрестности точки ху в поли- _ 
нормированное пространство & (Е; Е) линейных непрерывных отоб- 
ражений пространства E в Р. Пусть р — целое число > 2; говорят, 
что функция [ является р раз дифференцируемой в ху, если } диффе- 
ренцируема в окрестности точки ху и если ее производная Df р—1 
раз дифференцируема в Χρ. Определим тогда р-ю производную функ- 
yuu Ё в Xo: это непрерывное р-линейное отображение D’f (ж) из Е” 
в Р, определенное формулой 


D° [ (X) κ (A1 Ka es hy) κο (D (D° р (хо) ’ hy) (Az, 5.4 «- hp). 
Полагаем также 02°] = fu D!f = Df. Если функция f является р раз 
дифференцируемой в X, и если ди $ — два целых числа, таких, что 
а - $ = р, где $ > 0, ro f 4g раз дифференцируема в окрестности 
точки Χρ, функция ОЧ} (со значениями в «6, (Е; F)) s pas диффе- 
ренцируема в точке X, и имеет место соотношение 


БТ. > 


= =(D (Df) (ir уе, Мы), 
которое, если допустить BOJIBHOCTb в обозначениях, записывается 
в виде | 


| pts =. ТА Df. 


1.7.2. Пусть (E,)ısısn — такие замкнутые векторные подпростран- 
ства в E, что E есть их топологическая прямая сумма, Тогда onpe- 
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_ деляется, если она существует, итерированная частная npous- _ 
водная D;, ... D,,f отображения } окрестности точки № € Ев F; 


это непрерывное полилинейное отображение пространства 
Ei, x ο. ὦ 5 x ΤΟΝ 
ΒΡ, определяемое рекуррентно для целого числа т следующим 
образом: если D;, ...Р„ (x) существует в окрестности точки Χρ и 
’ обладает частной производной вдоль E;,, то Di = Dial (Χο) задается 
формулой 
Di, iets Di, F(X) . (Aa ere An) = 
| = (Di, (Di, +. D;,, ἢ) (40). ha) . (Ae, + De 
для № € E;,. 


Для т раз дифференцируемой B Xo функции fi частная производ- 
ная D;, ... D;,f (Χο) существует и равна ограничению отображения 


D"f (x) на подпространство Е; X ... X Εἰ, в Е”. Следовательно, 


D"f (xo) полностью определяется итерированными частными про- 
изводными порядка т в точке Xo. | 


1.7.3. Предположим, что пространство Е конечномерно, и пусть 
(Ει, ...ν e,) — базис в нем. Положим Е; = Ke,, и пусть } — отобра- 
жение окрестности точки Χρ, принимающее значение в Р. Если част- 
ная производная Ι},, ... D,,f (X) (в обозначениях из 1.7.2) существу- 


ет, полагаем 
д, te Otm F(X) = Di, +++ Dig (40) - (Cry +... Em). 


$2. Вещественные дифференцируемые функции 


В этом параграфе предполагается, что К = В. Буква Е обозначает 
нормированное векторное пространство над В; буквой F обознача- 
ется топологическое локально выпуклое отделимое векторное про- 
странство над В. 


2.1. Функции, дифференицируемые в точке 


ae 


- 2.1.1. Пусть + — функция, определенная в окрестности ТОЧКИ Xp 
в Ε, со значениями в Р. Пусть и — элемент пространства & (Е; F) 
непрерывных линейных отображений пространства E в F. Для того 
чтобы f была дифференцируема в х и допускала и в качестве про- 
изводной, необходимо и достаточно выполнение равенства 


lim [Moh 0 in — #0) #0 
h>0,h>#0 | À 


2.1.2. Для того чтобы f была строго дифференцируема В Хо, Необхо-. 
° димо и достаточно следующее условие: 


[πι ^^ — À (ro + À) — Ρ}{κο). (A — À) Zi 
(h,k) (0,0) IA—R| 
h=kk | 


2.1.3. Пусть F, и Fo — два локально выпуклых отделимых про- 
‚ странства и и — билинейное отображение из F, X F,BF, удовлетво- 
ряющее следующему условию непрерывности: 

(SC) Если ((a,, 6,)) — последовательность элементов из Γι X 
Χ F,, сходящаяся к элементу (а, Ὁ) € Fy X F,, то последователь- 
_ ность (u (a,, b,)) сходится к и (a, В) в F. 


Пусть (для i = 1, 2) — отображение окрестности точки № 
пространства EB F,. Если [и fe a ee В №, TO ἡ (71, №) 
дифференцируемо в Xp H 

Ри (fas Ь)) (Xp) В = и (Df (жд. fe (%)) и (Fi (д, Dia). ge 


для всякого й Е ЕЁ. 
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2.2. Теорема о конечных приращениях 


2.2.1. Пусть .x, у принадлежат E u [х, у] — замкнутый отрезок, 
соединяющий эти две точки. Пусть, кроме того, } — отображение 
окрестности множества [x, у] в пространство F, дифференцируемое 
в каждой точке из [x, и]. Тогда f (x) — f (y) принадлежит замкнутой 
* выпуклой оболочке множества точек Df (2) . (x — y) для z из [х, η]. 


2.2.2. Пусть U — связное открытое подмножество в Е и re. отоб- 
ражение из Ив F, имеющее нулевую производную в каждой точке 
из U; тогда f постоянно в U. Ἐς 


2.2.3. Пусть υ --- выпуклое открытое подмножество Β Е и }— отобра- 
жение множества U в F, дифференцируемое в каждой точке из U. 
Если заданы непрерывная полунорма y Ha F и вещественное число 
M > 0, следующие условия эквивалентны: | 


(i) для всякой точки x из И имеем | Df (x) |, < M; 
(ii) для всякой точки X U всякой точки y из U имеем | f (x) — 


— 1h <M.Ïx— y]. 


2.2.4, Пусть U — окрестность точки № из E u f — функция, опре- 
деленная на дополнении к X, в U, со значениями в F. Предположим, 
что f допускает производную Df (x) во всякой точке x из U, 
ΧΕ Xo, И Что функция x ++ D} (x) имеет предел Dy, когда x стре- 
мится K Χρ. Тогда, если dim Ε > 2, το ] имеет предел в Χρ и функ- 
ция |, продолженная по непрерывности на всю окрестность U, 
дифференцируема, причем ее производная в ж равна Do; это же 
справедливо, если dim Е = [и | имеет предел B точке Xp. 


2.3. Функции класса С’ (r#o) 


2.3.1. Пусть U — открытое подмножество в Е и f — отображение 
множества U в F. Отношение «f принадлежит классу С’» (для г € 
Е №) определяется рекуррентно по г следующим образом: 

1) функция’] принадлежит классу С° тогда и только тогда, когда 
' она непрерывна; 


2) если г— целое число > 1, то функция | принадлежит классу С” 
тогда и только тогда, когда она ое: в каждой точке μ8. 
U и производное отображение Df из Ив & (Е; Р) принадлежит 


классу Ο΄-', 


Функции класса C” называются также г раз непрерывно диффе- 
ренцируемыми функциями. 

Говорят, что {принадлежит классу С” (или бесконечно дифферен- 
цируема), если она принадлежит классу С’ для всякого целого числа г. 
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Если f принадлежит классу С’ в окрестности U, то она р раз 
дифференцируема для всякого целого числа р < г, и функция DPf 
принадлежит классу С”. 


2.3.2. Отображения класса С” открытого в Е подмножества U B F 
образуют векторное пространство 6G” (И; F) пространства всех 


отображений множества U в Р. Имеем (° (И; Е) < 6" (И; Ε) для 
$ 2 Г. 


2.3.3. Для того чтобы функция } принадлежала классу Οἱ в откры- 
TOM подмножестве U пространства Е, необходимо и достаточно, что- 
бы она была строго дифференцируема в каждой точке из U. 


Если Е — произведение нормированных пространств E,, ΤΟ 
отображение } открытого в E подмножества У в F принадлежит 
классу С’ тогда и только тогда, когда f обладает непрерывными 
итерированными частными производными Д;, ... D;,f для всякого 


целого числа т < 7 


2.3.4. Пусть С — нормированное пространство и И — открытое | 
подмножество в Е. Пусть У — открытое подмножество в G, gE 
ЕС (0: С). и fee 1}. В. Een g (0) € V, то отображение 
fogus U в Епринадлежит классу С’. 

Пусть F, и Fy — два отделимых локально выпуклых простран- 
ства и и —- билинейное отображение произведения FL X Fy BF, ГИ- 
понепрерывное относительно совокупности ограниченных подмно- 
жеств в F, (соотв. F,) (Топ. вект. пр., гл. Ш, § 4, n° 2). Пусть 


U — открытое подмножество в Еи р ЕС” (И; F) (для i = 1, 2). 
Тогда функция u (f,, f,) принадлежит С’ (U; РК). Если E имеет ко- 
нечную размерность, достаточно пролететь, что и удовлетворяет 
условию (SC) из n° 2.1.3. 


2.3. - Если Е — произведение нормированных пространств Е 4 & 
<i<n) и если ᾗ — непрерывное т-линейное отображение из £ 


в Р, то } принадлежит классу Cu D'f = 0 amap >n +1. 


2.3.6. Предположим, что Еи F — банаховы пространства. Пусть 


f — функция класса С’ (cr > 1), определенная в окрестности точ- 
ки № из E, со значениями в ΕἼ Пусть yo = [ (Χο), и предположим, что 
Df (xo) есть изоморфизм пространства Е на F. Тогда} индуцирует 
гомеоморфизм 8 некоторой окрестности точки ху на некоторую окрест- 
ность точки Yo (n° 1.5) и отображение, обратное Kg, принадлежит 


классу С’ в окрестности точки Yo. 


ЕТ Ἐπ᾿ ΓΟ χης 
ΤᾺ N 
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_ 2.4. Производные функций класса С’ 


2.4.1. Пусть } — отображение класса С’ открытого в Е подмноже- 
ства UBF. Для всякого x € U n всякого целого числа $, где 2 <s< 


< г, полилинейное отображение D'f (x) симметрично. 


2.4.2. Предположим дополнительно, что Е Е: и пусть 


(Eis ..., €n) — базис в Е. Частные производные д,, ... д, f симметрич- 
но зависят от индексов ἧι, ..., Lee s. Пусть а, — число вхождений ин- 
декса ^ в последовательность a .... I, И Пусть @ = (αι, ..., Oy). 


Полагаем тогда - 
OF = OF ... On = Ok, coe 0; f. 


Если координаты относительно базиса (Ει, ..., Θῃ) обозначаются че- 
рез жи, ..., Хи, TO Of записывают также в ar 
a lal; 
Oxy 4.» Ox™n 


2.5. Формула Тейлора 


2.5.1. Пусть г — целое число > 1, и пусть f — отображение клас- 
са C’ открытого BE подмножества U в F. Для x€ U, hE Eu 


p <r условимся вместо D’f (x) . (h, ‚ №) писать DPf (x) . A’. 
Если отрезок [х, x + hl содержится в u, то имеет место формула 
(формула Тейлора) 
r—| 
1 
Рив = > sr D'OR +0, (x; κ) 
p=0 
где «остаток» 9, (x; h) задается формулой 
ss, 


fragt - 
0 ; 


Имеем 


о, (х; |) = р f(x).h" modo(|h|)), когда A стремится к 0 


И 
r 


Ῥα Ε.Ε > —-- D? f(x). В” mod о (|1 |"), когда й стремится к нулю. 


Br 


2. 5.2. Пусть, кроме того, Y — непрерывная полунорма Ha Е: если 
для каждой точки г отрезка [х, х κ hl имеем | D’f (2) |, < M, το 


lv, ПИ Г. 


} 
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9.5.3. Предположим дополнительно, что Е = В". Тогда 
[ α }- ἡ) = À A (x) A” mod 0 (||), когда A стремится к 0, 


если положить 
a 1 Œ 
Δ᾽} (4) = 7 IR. 


2.5.4. Пусть f u g— две функции класса С’ на открытом в Ё под- 
_ множестве U со значениями в Р. Для того чтобы [ и g имели в точке 

x из U контакт. порядка > г, необходимо и достаточно, чтобы для 
всякого целого числа р, где 0 < р < г, выполнялось соотношение 

DPf (x) = Ога (x). Когда Е конечномерно, это сводится к условию, 
_ что итерированные частные производные порядка < г функций 
Î 4 g (по отношению к некоторому базису в Е) совпадают в TOyKe x. 


2.5.5. Пусть И — открытое подмножество в E x В" вида Ух 
XJ, x --:.Х Г, pre У открыто BE n /,, ..... Ια — Ок 
интервалы в В, содержащие 0. Положим Ц, = VuU;=V X 1х... 
А Au 1 < |< п. Если задана функция f EC” (U; Ε) 
(с 1<r< co), то существует одна и только одна такая последо- 
naher: функций f; € 6 = (U; F) (ля O<j<n), что 


Pi Wehr умы ER 


j=l 
длях Е Vue; € 1;. Тогда 


о 3. 0, ..., 9), 
ее i) = [ares ra сев DR 


для 1 <j < и. В этой последней формуле O,f означает j-IO частную 
производную функции (В, ..., 1) > | (ΧΑ, Ц, ...ν ln). 


2.6. Критерии дифференцируемости 


267: Предположим, что F, помимо своей топологии J, наделено 
менее тонкой топологией 9", относительно которой F также явля- 
ется отделимым локально выпуклым пространством. Предположим, 
кроме того, что FY uJ" удовлетворяют следующему условию: 

(5) Для всякой окрестности У точки 0 относительно топологии 
9 ‘существует такая окрестность W точки 0 относительно J, что 
выпуклая 9’-замкнутая оболочка всякого 9’-компактного под- 
множества в № содержится в У. 
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_Пусть f — отображение открытого в E подмножества И в F, 
Предположим, что f принадлежит классу С’ (1 < r < co), коль CKO- 
ро F наделено топологией 7’, что для всякой точки x из U и всякого 
целого числа m < г производная D” f (x) есть полилинейное непре- 
рывное отображение произведения ЕЁ” в пространство F, `наделен- 
ное топологией J, и что отображение x => Df (x) из U BE, (Е; Е) 
непрерывно (F наделено топологией 9). Тогда функция | принад- 
лежит классу С”, если‘наделить F топологией J’, и ее производные 
D"f одинаковы для 7 и9’. 

Условие ($), в частности, реализовано, если существует фунда- 
‘‚ментальная система окрестностей точки О относительно топологии 
TJ , замкнутых относительно топологии J’: такой случай имеет мес- 
то, если сопряженное пространство к пространству F, наделенном у 
топологией 7 , совпадает с сопряженным пространством к F, наделен- 
ному топологией 9°, Условие ($) также выполнено, если F, наде- 
ленное топологией 9, квазиполно (Ton. вект. np., гл. Ш, 82, n° 5). 


2.6.2. Пусть ᾗ — отображение открытого в Ё подмножества И в F, 
Если } принадлежит классу С” (где 0 < г < оо), To скалярные функ- 


ции wef принадлежат классу С’ для любой линейной непрерыв- 
ной формы u Ha F. Обратно, если F квазиполно и функции ο / при- 


надлежат классу ΟΙ для всякого и € F', то [ принадлежит клас- 


С... 


$ 3. Вещественные или комплексные 
аналитические функции 


В этом параграфе предполагается, что К = К или С. Через 
(E;), 1 << п, обозначается конечное семейство нормированных 
пространств над К, через Е — произведение пространств E, и ‘через 
Е — локально выпуклое отделимое топологическое векторное про- 
странство над К. 


9.1. Сходящиеся ряды 


_3.1.1. Пусть f -Σ)α-- формальный ряд, принадлежащий Р Dan 
Tes Se ot anes n° A.5). Если y — непрерывная полунорма Ha F 
и R = (Rj, ..., Rn) — последовательность строго положительных 
вещественных чисел, полагаем 


[Тв = 2 R° о. 


Если Е — нормированное пространство и y — норма в Е, вместо 
[fle пишут | f |e. | 

Множество ЖФ (Ει, ..., En; Е) таких элементов FE P(E,... 
ΠΝ E,; F), что |}]ν в конечно ДЛЯ ВСЯКОЙ непрерывной на F полунор- 
_ мы Ÿ, есть векторное подпространство в B (δι, ...ν Ви! Е). Всякий 
раз, когда 5,» δ) для | <{< п, имеем 

PRES +: EAS Heth .-.. Bi. 
Объединение всех | 
Her (Ey, ..., ЕщЕ) 

есть векторное подпространство, обозначаемое через JF (Ej, ..., En; 
К), пространства Р (Eis ..., En; 2); его элементы называются сходя- 
щимися рядами на произведении пространств E, со значениями BF. 
Оно зависит лишь от топологии пространств E,, а не от норм в вих. 
Таким образом, можно говорить о пространстве J (Ни, ..., En; Е), 


коль скоро Е, суть нормируемые пространства, не выбирая норму 
в каждом Ε,. 


3.1.2. Отображение fre | /|y,r есть полунорма` на «θε (Ει, ... 


vey En; F). Топология, которую определяют эти полунормы, когда y 


ОИ РИ, ΤΑ 
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пробегает множество непрерывных полунорм на / (или просто какое- 
либо множество полунорм, определяющее топологию F), отделима. 
Если F нормируемо (соотв. полно), таково же и ἅψῃ (Ey, ...ν Би; Γ). 
Полунормы на # (Fy, ..., En; F), ограничения которых на каждое 
Ав непрерывны, определяют отделимую топологию Ha 36 (En ... 
... En, 2), зависящую лишь от топологий на ΕΙ. Инъекция из 


He (Е, .... Е; Ε) BP (Ey, «0, En; Ε) непрерывна. 


3.1.3. Канонический изоморфизм из Р (Е; Е) на Ρ (Er ..., En F) 
посредством ограничения определяет изоморфизм топологических | 
вторых пространств из Jf (Е; Е) на Jt (Ει, ..., Ens Е). 


_ 3.1.4. Пусть EHER ..., Ent F), и пусть J (f) — множество 


таких RE(R:)", что f€ HR (Eu ..., Ен Ε). Baympennocme | (f) 
множества J (7) называется индикатривой строгой сходимости ряда f. 
Она есть множество таких À, для которых существует некоторый 
Ю' Е J(f), такой, что OK R < ВЮ, для 1<i<n. Через Ω (ἢ 
обозначается множество точек вида (log Rj, ..., log R,) в В", где 
R € I (ΠῚ это выпуклое множество в В”. 

Когда п = |, множество [ (ἢ есть интервал )0, о (fl в В, 
и р (1) называется радиусом строгой сходимости ряда f. Это также 
верхняя грань (конечная или равная +e) множества веществен- 
ных чисел А > 0, таких, что для всякой непрерывной полунормы γ 
на F существует такая константа М, что 


im № < S < МК" (где Î vn fm Tn € Ри (ΕΙ F)) 


для всякого целого числа т > 0. | 

Множество ‘таких точек x = (x,) ЕЁ Хх... X En, что суще- 
ствует А С / (f), для которого | x, | < А; при всяком $, называется 
областью строгой сходимости ряда | и обозначается через С (7). 
Это также множество точек X для которых. существует κεν” m 
такой, что | x, | < А, для всякого i. 


3.1.5. Для fa € Pa (Es, ..., Ен F) и всякой непрерывной полу- 


_ нормы y на F положим 


[| fe 1s ee le (May se. ха). 
Тогда имеют место неравенства 
Wha lv < Waly < - [1α|Ιν. 
Для! = УКЕР(Е, ..:, Εμ Ри RE (Ry)" положим 
WF lye = ΣΑ” fe Ur 
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и обозначим через Wp (iii Bat векторное Е В 
Ρ(Ε, ces Виз Р), 
образованное такими функциями Ь что ||} || y.R конечно для вся- 


ΚΟΓΟ у, и наделенное топологией, определяемой полунормами [> 


> |] flyer. Имеем Hr ὄψη, и инъекция из Hr в He непрерыв- 
Ha. Пространство. (δι, ..., Ens Е) есть объединение пространств 


Bi (Eis ...ν E,; F), и его топология — наиболее тонкая локально 


выпуклая топология, делающая непрерывными инъекции из Же 
BR. | 
Если f€ (En ..., En; Е), то его индикатрисой сходимос- 


ти называется внутренность Г (f) множества J(f) тех R Ε(ΚῚ)', 


для которых f € We. Тогда 


TTrNPClpcl (fp 
(где е — основание натуральных логарифмов). Отправляясь oT 
I (Г), определяем, как в n° 3. 1.4., область сходимости С (ἢ a, KOTAA | 
п = 1, радиус сходимости ρ (5. ποκα. в частности, что 


ερ < р < Ь (0. 


3.1.6. Для RE (R4)" (замкнутым) полишаром в Е с центром 0. 
и радиусом R называется множество В (Ю) таких x Е E, что | x, | «ς΄ 
< R, для всякого i, Если dim E, = 1, говорят также о полидиске. 
Если f € Ж (En ..., En; Е), το область сходимости (соотв. строгой 


| сходимости) ряда f есть объединение полишаров В (Ю) для Ю Е I (f) 
(соотв. RE I (f)). 


3.1.7. Пусть f € «6 (В, ..., Eu; Е). Предположим, что пространство 
F квазиполно. Для всякой точки x € C (Г) семейство элементов 
la (x) суммируемо в F. Его ‘сумма, обозначаемая через [ω или 
просто f (x), есть непрерывная функция на С (Г). Более точно, для 
всякого À, такого, что f € Pr семейство функций [№ (x) равномер- 
но суммируемо по х Е В (Ю). Отображение Î + f есть непрерывное 


линейное отображение пространства Jr 8 пространство ограничен- 
ных непрерывных функций на В (R), наделенное топологией равно- 
мерной сходимости. 


\ 
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3.1.8. Пусть F,, ..., Е„ — отделимые полинормированные простран- 
ства, и пусть и — непрерывное т-линейное отображение произве- 
ВЕР: Хх... ХР, ВР. Ну Е ЗЕЕ. BEIM Te 
<i<n. Формальный ряд и (f1, ..., fm) принадлежит JF (Ει, ..., En; 
Е). Тогда | | 


C (uy +++ fd) > D CG 

Cu Ga ..., fm) DNC fs 
и если x € f) C (f,), ра Fu Е квазиполны, то 
| À 


и (1, ..., fm) ©) = 4 Gi m). 

3.1.9. Пусть Fy, ... F,, — полные нормированные пространства, 
и предположим, что F квазиполно. Пусть f = (1) <:<т, где БЕ 
Е%(Е,,..., Е; Fug СЖ (δι,.... F,,; F) таковы, πτο (В; (0) ист 
‚ принадлежит области строгой сходимости ряда g. Тогда для всяко- 
го a Е N” формальный ряд δα 5 # принадлежит FH (Ey ..., Ей; Е) 
и семейство рядов go, 5 f суммируемо в Ж (Ey ..., Εη; F) uafor- 
tiori B P (Ει, ..., En; Е). Его сумма будет обозначаться через gef. 

Более точно, существуют такие RE () | (ff) и Κ΄ ΕΙ (5), что 


|}; [κ < ВЮ; для | <{< т. При этих условиях формальный ряд 


Lao принадлежит Жк (ЁЕ!, ..., En;F) и семейство рядов gaof 
суммируемо в Hr (Ei, ..., En; F). Наконец, если хе В (Ю), то 
f (x) = (f, (x)) принадлежит B(R’) СЁ X ++ XF,u 


g (Г (x) = (g of) (x). 


3.1.10. Предположим, что Е; = К для 1 <i <n. Пространство 


P (K"; Е) отождествляется тогда с пространством формальных 
рядов OT п переменных Χι, ..., X, с коэффициентами из F, и элемент 


изР (К"; Е) записывается в виде 
[= 2 X” Ca, где Ca ЕР. 
Если RE (R})" и y — непрерывная полунорма на F, To 
file = ПАНыя = D Rica. 
Имеем J (f) =/ (), CIPHC (Ри, если п = 1, то о (f) = p Φ. 


Пространство J (Κ΄; К) сходящихся рядов с коэффициентами 
из А обозначается также через К {{Х,, ..., X,}}; это подалгебра 
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в K [[X,, ..., Χα]. Пространство «ὦ (Κ΄; F) есть модуль над 
& НА... aly и, — Е конечномерно, этот модуль отожде- 
ствляется с К {{X,, ..., Χὶ)) Ox F. 


3.1.11. Пусть f € Ж (К"; К”) представляется системой m сходя- 
щихся рядов fi (Хь, ..., Xp) с коэффициентами из К. Пусть, анало- 
гично, g € Ж ος К?) ÜDERSTABIRFTER системой р сходящихся 
рядов 8; (Vi, ..., Yn) = Σρεργ᾽. Элемент h = во из Я (К; ΚῚ 
(см. 3.1.9) представляется системой р формальных рядов A, (x; «Ἐς 
wy Xn), определяемых следующим образом: для a € № u BE N” 
IIYCTb Сов — коэффициент при X” в формальном ряде В = ΠΡ; 

тогда семейство элементов (gkBCaB)genm сУуммируемо в Ки его 


суммой является коэффициент при X” B hy. 


3.1.12. Предноложам, что F квазиполно, и пусть E, — пополнение 
пространства E;. Всякий непрерывный многочлен на EL X ... X Е, 
со значениями в F продолжается по непрерывности до непрерывного 


многочлена Ha E, X ... X E, со значениями в F. Отсюда получается 
- биекция j пространства P (E,, ..., E,; F) наР (Ει, ..., E,; Б). Если 


FE № (En... En В), το | (f) € 36 (ξι,.... En; F), и обратно. Инди- 
катрисы строгой сходимости рядов Ги | (Ὁ одинаковы. 


3.1.13. Предполагается, что К = В; но что Ё наделено структурой 
‘комплексного векторного пространства, согласованной со структурой 


BENIPETBERHOTO векторного пространства. Пусть Εἴ = Е, @rC. Если 
уЕ EY, положим. 


-. = int У ар | Дж 


где нижняя грань распространяется на все конечные семейства 
пар (№, &) Е Ε; ΧΟ, такие, что у = 2x, ® a. Получаем, таким — 
k 


‚образом, норму на комплексном векторном пространстве Er ‚ эта 
норма продолжает данную норму Ha E,, если условиться отождест- 
влять xE E; с х© 1. Пусть A — непрерывный В-многочлен на 
E, xX... X E, со значениями в F, однородный мультистепени Q; 


существует тогда один и только один непрерывный С-многочлен À на 


EY X... Х ΕἾ со значениями BF, продолжающий À и являющийся 
однородным мультистепени α. Тогда 


Ih], = la 
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для всякой непрерывной полунормы Y на комплексном векторном 
пространстве Р. 


Если f= ое HE, EE: BD, 10 f= Dine HUES = 


„ER; F). Ряды [и f имеют одну и ту же индикатрису строгой CXO- 
димости (и одинаковый радиус строгой сходимости, если п = |). 
Обратно, предположим, что К = С. Пусть E; и F° — простран- 
ства над К, or сужением поля скаляров. Если [ας 
. € Pa (Ei, es Е»; Е); ТО [α € Ρα (ΕἸ, ...у Εὖ; Е Если fe 


= DECKE, ..., EnF), το формальный ряд № = Dfa € 


ERS, 0 
€ P(E}, ..., En; F9) является сходящимся. Индикатрисы cxo- 
димости` (соотв. индикатрисы строгой сходимости) рядов f и [ἢ 


идентичны, и f (x) = f° (x) для всякого x € С j= С (7°). 


3.2. Аналитические функции 


3.2.1. Пусть U открыто в E Hu | — отображение множества U в F, 
Говорят, что f принадлежит классу С”, или К-аналитично (или 
просто аналитично) в О, если для всякой точки а из U существует 
такой сходящийся ряд te CH (E; F), что f (a+ x) =f, (x) для 
всякого x из Е, достаточно близкого к нулю. Если К = В (соотв. С), 
_ говорят также, что | — вещественно-аналитическое (соотв. комплекс- 
но-аналитическое или голоморфное) отображение. Аналитические ото- 
бражения из U B Р‘образуют векторное подпространство, обозначаемое 
_ через 6° (U; F), в пространстве всех отображений из U в РГ. 

Для a EU формальный ряд f„ единствен: он называется разло- 


жением функции { в степенной ряд в точке а. Если f, = Dy (Ра 
| = 
(где (faa € Ρα(ξι, ..., E,; F)), то полагаем 
| Δ΄ F(a) = (faa. 


| 3.2.2. Если ГЕ G° (U; F), το отображение да ate ef (a) u3 
Е В 
Ρα (Fi, RE: Ев; Е) 


аналитично. Отображение Δ; fre Δ} есть К-линейное отображе- ~ 
ние из O° (U; Р) в GW (О; Pa(Ey .. ‚ En; F)). Для αεὔ. 
a, BEN” имеем, таким образом, АВ (Аа Ηρ ВЕ... 
Ρα Е. =, Ε, F)). Если Χ--(χ})ΕΕ, имеем, стало быть, 


(AP (Af) (ὦ) (x) € PalEp .. EF) и ((AP (Δ΄ῃ (ὦ) (x) (x) ЕЁ, 
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Этот элемент из F равен ((α, В)) (A**Pf (ὦ) (x). Это выражается 
записью | 


АВ. Δ΄ = ((α, В)) AT, 


3.2.3. Индикатрисы строгой сходимости (и радиусы строгой сходи- 
мости, если n = |) разложений в степенной ряд отображений [и 


A“; в одной и той же точке a из U идентичны. 


3.2.4. Пусть f € С° (И; F). Тогда f строго дифференцируемо и 
бесконечно дифференцируемо в И (если К = В, то f принадлежит 


классу С” BU). Итерированные производные отображения } анали- - 


тичны, и их значения в точке а суть полилинейные симметрические 


отображения. Можно тогда ввести обозначения О“{ для итерирован- 
ных частных производных, как в n° 2.4.2. Имеем 


al 4% | (a) (1) = D*f (а). (в, ..., δ), 
каковы бы ни были а 6 UnhE E, что записывается в виде 
al Δ΄ — = 0%}. 


3.2.5. Пусть множество U открыто в E u f, g — два аналитических 
отображения из U BF. Пусть ας U. Для того чтобы f и g имели 
контакт порядка > À в точке а, необходимо и достаточно, чтобы 


Δ΄} (а) = Ag (а) для всякого a с | а | < k. Если f u g имеют кон- 

такт а порядка в а, тохони равны в окрестности точки а. 

Множество точек из U, в которых | и g имеют контакт бесконечного 
порядка, открыто и замкнуто. 

°— В частности, если U связно и если существует непустое открытое 

подмножество в U, на котором } и g равны, το | = g (принцип ана- 

литического продолжения). 


3.2.6. Пусть U открыто в Е и f — аналитическое отображение 
3 U BF. Если его производная Df paBHa нулю, TO f локально по- 
стоянно. — | 


3.2.7. Предположим, что F квазиполно, и пусть С — полное нор- 
мированное пространство. Пусть g — аналитическое отображение 
открытого в Ё подмножества U в С, и пусть f — аналитическое отоб- 
ражение открытого в С подмножества У, содержащего g (U), в F, 
Сквозное отображение [ ° g аналитично в U. Предположим, кроме 
того, что OE Uug (0) = 0. Разложение функции ] © g в степенной 
ряд в точке 0 получается тогда при подстановке в разложение функ- 
ции f BO разложения в степенной ряд функции g в 0 (3.1.9). 


δαὶ 


3.3 ГОЛОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ` | | St: 


3.2.8. Пусть ΓῚ, ..., F, — отделимые полинормированные простран- 
ства и и — непрерывное полилинейное отображение из F, Х ... 
.. ХЕыв Ё. Пусть U открытов Euf,€ 6° (U; Ε). Функция и (р, ... 
+ Е). аналитична, и ее разложение в степенной ряд в точке а EU 
есть ряд u (ar .. (на) (3. I. 8). 


3.2.9. Предположим, что F квазиполно. Пусть f € # (Ej, ..., Εμ; Е); - 
функция x > f (x) (3.1.7) аналитична в открытом множестве С (р) — 
области строгой сходимости ряда /. Если п = 1 и | а| < © ($? το 
радиус строгой сходимости разложения функции | в степенной ряд. 
в точке а больше или равен р (ἢ — | al. Если р (Г) = + ©, гово- 
PAT, что f есть целая функция. 


3.2.10. Сохраним предположения из 3.2.9. Если К = С, результаты 
из 3.2.9 остаются в силе, если заменить С (f) на С (f) ир (1) нар (f) 
(для п = 1). Если К = В, то функция х ++ f(x) аналитична в С (f). 


3.2.11. Предположим, что ВЕ; =К anal ci <a. Hyde О от- 
крыто в К" и [Е С° (К"; Е). Если 0EU и если р = D Χ΄οα-- 
& 


разложение в степенной ряд функции [ в 0, то разложение в 
степенной ряд функции A” Е В 0 записывается (после отождествле- 
ния Ро (K"; F) с Е) так: 


Ah = 2 (ία, 8) x сан. 
B частности, mal<i<nummaxeC(f) 
Of (x) = 2 (a; + 1) XCutese 


3.3. Голоморфные функции 


В этом пункте мы предполагаем, что К = С. 


3.3.1. Пусть F квазиполно.. Предположим, что множество U от- 
крыто в E u f — Re из U B F. Следующие условия экви- 
‚ валентны: 

(i) f голоморфно; 

(ii) Г дифференцируемо; 

(iii) Глокально ограничено и, каковы бы ни были а € υ HAE E, 
функция t+» } (a + th), определенная в открытой окрестности точки 
О в С, голоморфна; . - 

(iv) Г локально ограничено и для любой непрерывной линейной 
формы u Ha Ё функция u ° f со значениями в С голоморфна; 
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_(v) непрерывно и локально ограничено, и существует тотальное 
множество Н в сопряженном пространстве к F, такое, что u ο | голо- 
морфно для всех иЕН. 

Когда Е — конечномерное пространство (соотв. когда F — бана- 


‘хово пространство), эти условия эквивалентны` также условиям 
(iii), ἐν’) или (ν΄) (соотв. (iv’) или (v’)), которые получаются из 


условий (iii), (iv) или (У) (соотв. (iv) или (ν)), если опустить требо- 
вание, чтобы | было локально ограничено. 


3. 3.2. Предположим, что Е квазиполно. u U открыто в Е и 
(fh) — последовательность голоморфных отображений из U в Ё, 
обладающая следующим свойством: 

(W) Каждая точка из U обладает окрестностью, в ‘которой ΠΟ: 
следовательность („) равномерно сходится. 

Тогда ‘предел f последовательности (f,) есть голоморфное meee 
жение, последовательность производных (D},) (со значениями в 
квазиполном пространстве & (Е; F)) обладает свойством (W) и D} 
есть предел последовательности (D},). 


3.3.3. Пусть U открыто в Е и f — голоморфное отображение из U 
в пространство Р, предполагаемое квазиполным. Пусть R = (R,) Е 


= (В +)", и предположим, что полишар В (ΚΝ) содержится в U и 
что f ограничено на В (R). Тогда для всякого a € N” и всякого 
x = (x) € B(R) 

1 


AF (0) (x) = |... J FC 01) κι... © (Ou) 49) 6 (— a. 


0 
... — &,0,) dO, ... dO, 
(где e (0) = exp 2πίθ). | 
Пусть дополнительно 9 — непрерывная полунорма на F, u 


пусть М — верхняя грань чисел |{(х)|» для |x,| = R. Имеем 


| A* (0) (x) |, < М для всякого x € B(R) u || Δ΄} (0) ||, < MR ™. Ha- 
конец, область сходимости разложения в ряд функции f в точке 0 
содержит внутренность полишара В (4). 


3.3.4. Сохраним предположения из 3.3.3 и предположим, кроме того, 
что Е; = С. lyctb~ > X“cq, — разложение в ряд функции f Β 0. 


Тогда 
1 


«= К" |... | Ре (BD Κι... © On) Ry) ε(-- aA —. 
0 0 
... — а,0,) 40, ... dO, 
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—& 


la y <R sup [if (x) Ip 
ΧΕ B(R) 


(неравенства Коши). Область строгой сходимости ряда >) X°c 
& 


содержит внутренность полишара В (К). 


3.3.5. Предположим, что Е конечномерно и F квазиполно. Пусть 
f — голоморфное отображение из E в F. Тогдав 4 (E; Ε) существу- 
ет один и только один ряд /o с бесконечным радиусом сходимости 
(для всякой нормы на ΕΒ), такой, что | (x) = р (x) для всякого x € 


ЕБ. 


3.3.6. Если } — такое голоморфное отображение из E 8 F, что | (Ε) 
ограничено, то функция [ постоянна (теорема Лиувилля). 


3.3.7. Предполагаем, что E == 0. Пусть | — голоморфное отобра- 
жение открытого в Е подмножества U в F. Пусть а — точка из U 
H Ÿ — непрерывная полунорма на F. Для всякой окрестности У точ- 
ки а, содержащейся в U, ааа такая точка хЕ У, xa, 


что 
|} (a) hr < If (x) ly. 


Если дополнительно F = Си если f He постоянно в окрестности 
точки а, то | | (а) | < sup |/ (x) | и отображение } открыто в Re- 
V,x#a 


хе 

которой окрестности точки а. Наконец, пусть В — открытое под: 

множество с замыканием, содержащимся в U, и пусть В’ — его 

граница. Тогда | 

sup |f (x)| = sup If (х)|. 
— xe Β’ 


хЕВ 


(принцип максимума). 


3.3.8. Предположим, что Е конечномерно. Пусть множество U от- 
крыто в E, S — векторное подпространство в Е коразмерности > 2 
и f — голоморфное отображение из U () (Е — 5) в F. Тогда f 
продолжается по непрерывности до голоморфного отображения 
множества U BF. 


3.3.9. Предположим, что E=C, и пусть O<A<u<-+o, 
Пусть | — голоморфное отображение открытого множества U = 
= 2 ЕС] Л<|2г|< в 8 F. Существует одно и только одно та- 
кое семейство (а, (/))nez элементов из Ё, что для всякого компакта 
H в U семейство (a, (f) г”)„е2 равномерно суммируемо, когда 2 
пробегает À, и его ce et (2) (разложение Лорана). 


ΤΗ, Бурбаки 
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Предположим дополнительно, что А = 0. Порядком функции | 
в точке х = 0 называется нижняя грань (конечная или бесконечная) 
множества таких целых чисел п, что a, (Г) 0. Если существует 
такая окрестность У точки 0, что / ограничена в У — {0}, то } имеет 
порядок > 0 вточке x=0 и продолжается по непрерывности до голо- 
морфной функции на открытом множестве |2 | < μ. Пусть р — це- 
лое число > 0; если | имеет порядок —р в точке x = 0, говорят, 


‚ что 0 есть полюс порядка р функции f. - 


3.3.10. Предположим, что Е = С и ato F нормировано. Пусть } — 
такое голоморфное отображение открытого единичного диска U 
пространства E в РЁ, ‘что [ (0) = 0, и пусть М = up | 7 (z) |. Toraa 


f (г) | < M.|z| для всякого z € U (лемма и 


3.4. Вещественно-аналитические функции 
Предположим, что К = В. | 


3.4.1. Пусть U открыто в Е и } — отображение из U BF, прелпола- 
гаемое квазиполным. 

‚Следующие условия эквивалентны: 

(i)  аналитично; 

(ii) / принадлежит классу С” и для каждого а € И существуют 
такие окрестность У, точки а и вещественное число М, что для 
всякой непрерывной на F полунормы γ существует такая констан- 
та Ay, что 

| A” f(x), < 4yM™ для всякого x € И, и всякого a € N”, 


3.4.2. Пусть U открыто в Е и } — отображение из U BF. Если F 
квазиполно и если сопряженное к нему пространство F’ есть прост- 
ранство Бэра, то f аналитично тогда и только тогда, когда и ef 
аналитично для всякого u Ε Ε΄, 


$ 4. Аналитические функции 
(ультраметрический случай) 


В этом параграфе предполагается, что абсолютное значение поля К 
ультраметрическое. Через (E,)ısisn ‘обозначается конечное семей- 
ство нормированных пространств над К и через Е — произведение 
пространств E;, наделенное нормой 


1% = sup x], если x = (x). 


Через F обозначается отделимое полинормированное пространство 
над К. 


4.1. Сходящиеся р 


4.1.1. Пусть f = 2 fa — формальный ряд, принадлежащий PE. A 


vats =. Е) (см. приложение). Если y — непрерывная полунорма Ha 
Fu R = (R,) — система из п вещественных чисел 50, полагаем 


flyer = sup В. 


Определения и результаты из n° 3.1.1 (второй абзац) и из n° 3.1.2 
используются без изменений; мы определяем, в частности, простран- 
ства 


| Ив (Ει, ...у ВЕНЕ) И H (Es ...у Я). 


4.1.2. Канонический изоморфизм | ‘из Р (Е; Р) на Р (E,, RES Da 
определяет посредством ограничения изоморфизм  топологиче- 
ских векторных пространств из Fr (Е; РЁ) на JUR RE ... 


‚ E,; Е) для всякого RE в, он доставляет также изомор- 
физм из Я (Е; Е) на Я (Ει, ..., En; Е). Более точно, если f = 


= 2 in ЕР(Е; Е) и если | ΠΝ 2 fa, то для всякой непрерыв- 


Ной. полунормы Y Ha Е выполняются “равенства 


Im = sup lia hn 


Ав = 1 Фив, oR 
2° 
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4.1.3. Пусть f = Dj — элемент u3 Hf (Ei, ..., En; F); пусть I (f) — 
& 


множество таких R € (В +)”, что для всякой непрерывной полунор- 
мы y на F произведение | fa |, R° стремится к нулю, когда | α | стре- 
мится к бесконечности. Множество / (7) непусто; оно называется 
индикатрисой строгой сходимости ряда |. Множество © (ἢ точек 


(log δι, ..., log R,) для Re/() 


есть выпуклое множество в Ν΄. | 

Когда п = 1, множество [ (f) есть интервал в К, открытый 
слева и открытый или замкнутый справа; его верхняя грань (конеч- 
ная или равная --со) обозначается через о (f) и называется радиу- 
сом строгой сходимости ряда f. 

- В обозначениях из 4.1.2 имеем RE I (ἢ тогда и только тогда, 


когда 
(К, ..., À) € 1 GE). 


Множество точек х = (x;), для которых существует À = (R) = 
Е1()с|х,| < R, при 1 <i < п, называется областью строгой 
сходимости ряда | и обозначается через С (7). Это открытое MHO- 
жество в E, являющееся объединением полишаров 


В (В) = {x€E| || < R для <i «πὶ 
при RE I (f). | 


4.1.4. Результаты из 3.1.7 и 3.1.8 остаются в силе, если заменить 
всюду С ( на С Фи № на Hep. 


4.1.5. Пусть Fy, ..., F,, =< полные нормированные wees 
и предположим, что F квазиполно. Пусть f = (f,)isism, где f; € 
LH (En ..., Е; F) ив Е FH (Fi, ..., Fm; Ε) таковы, что точка 
С (O))ısısm из Е принадлежит области строгой сходимости ряда 6. 
Тогда для всякого a € N” ‘формальный ряд goof принадлежит 
46 (Е, ΠΣ E,; Е), и семейство элементов La 5 Т суммируемо в 


SH (Ey, .... Eh; Р) (стало быть, a fortiori в Р (Ει, .... En; F)). Его сум- 
ма будет обозначаться через ϱ ο Î. 
Точнее, существуют такие RE N 1 (1) и R'E/I(g), wur 


ep | Ba | Κ΄ < А; (для 1 <i<m). При этих условиях формаль- 


a: ряд gaof принадлежит Fr (Ex, ..., En; ΕΓ), и семейство 
элементов La o Î суммируемо в Fr (Ex, ..., En; Е). Наконец, если. 
хЕВ (К), то f(x) = (f; (x)) принадлежит С (в) и 


gt) = (go À) (x). 


4.1 à СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ | 37 


Предположим дополнительно, что для каждого i существует 
такое семейство (é;) элементов из E,, что всякий элемент x из Е; есть 


сумма такого суммируемого семейства (Ae;) (где À; ЕК), что | x | = 
= =e |A; |. Тогда в предыдущем абзаце можно заменить условие 


aus | Ка | R* < R; условием | ве < δι. 


4. 1.6. Предположим, что Е; = К для 1 <i<n. Пространство 


Р. (К”; Е) отождествляется тогда с пространством формальных рядов 
от п неизвестных Χι, ..., X, с коэффициентами в F, и элемент ] из 


P (К"; Е) записывается в виде 
| f= 2 Xa “ὁ be € F. 5 
α 


Если R € ΒΕ)’ и если γ — непрерывная полунорма на F, то 
А. = sup | ca lv. К 


Последний абзац из 3.1.10 остается справедливым, равно как и 
3.1.11. 


4.1.7. Предположим, что К — замкнутое подполе полного нормиро- 
ванного поля L (которое тогда также является ультраметрическим).. 


Для y € Е; @KkL положим 
gl = int (sup| a, |. [% |), 


где нижняя грань берется по всем таким конечным семействам пар. 
(χε, а) € E; Х Г, что y = 2 Xe © а,. Получаем, таким образом, 


норму на векторном L- «пространстве Е; ®x L, которая индуцирует. 
на E, данную норму. ‚Через Ey обозначим пополнение прож 
ства E, GK Г. no этой норме. . + 

Пусть теперь Р — полное отделимое векторное L- пространство. 
Для всякого ο προ” мультистепени о непрерывного К-мно- 
гочлена fx на Е, X ... X E, со значениями в полинормированном 
векторном К- пространстве Fr; лежащем ниже пространства Е, су- 


ществует один и только один непрерывный [-многочлен fa однород- 


ный той же мультистепени, определенный Ha Ey X ... Х ЕЁ 
и со значениями в F, который продолжает fy. Для всякой непрерыв- 
HOW полунормы на векторном Г-пространстве Г справедливо ра- 
венство | 


| fa I 2. | fo ly ᾿ 
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Если f = 2 fa ЦЕ, ..., Е; Fr), ор = Da € HUE, .. 


., Ex; F). Ряды Hf имеют одинаковую индикатрису строгой 
сходимости (и даже одинаковый радиус строгой сходимости, если 
п = 1). 

Обратно, пусть L — замкнутое недискретное подполе в К, и 
пусть E и F} — пространства над [, полученные из ЕЁ; и F 


сужением поля скаляров. Если f = >») fa € HE, ..., Eu, Е), то 
ς { a 


le € Pa (ΕἸ, | wo: Е‘); если положить f° = >) fa€ Ρ (ΕἸ, 


, En; F9), to f° € (ΕΙ, ..., En; Е’. Тогда C (f) EC (f*) u 


f (x) = f° (x) для всякого x € C (f). 


4.2. Аналитические функции 


4.2.1. Определения и результаты из 3.2.1 и 3.2.2 остаются в силе 
без изменений. 


4.2.2. В обозначениях из’ 3.2.2 индикатриса строгой сходимости — 


разложения в степенной ряд функции Δ᾽ в точке а из U содержит 
индикатрису строгой сходимости разложения в степенной ряд функ- 
ции [ в точке а. | 


4.2.8. Результаты из 3.2.4, 3.2.5, 3.2.7, 3.2.8 и 3.2.11 остаются B cu- 


ле. Результаты из 3.2.6 — также при дополнительном условии 
равенства нулю характеристики поля К. 


4.2.4. Предположим, что F квазиполно, и пусть FE # (Ej, . 

‚En; Е). Функция x +» } (x) аналитична в С (f). Для всякого а € 
€ С (f) индикатриса сходимости разложения в степенной ряд функ- 
ции f в точке а равна индикатрисе сходимости ряда f. 


4.3. Некоторые неравенства. 


4. 3.1. Предполагается, что К удовлетворяет по > крайней мере одному 
из следующих условий: 

(а) поле классов вычетов поля К бесконечно; 

(Ὁ) образ поля К при отображении a ++ | a | плотен в R+. (Дру- 
гими словами, предполагается, что К не локально компактно.) 


Пусть f= УБЕЖ(Е, ..., EF), и пусть RE I (f). Имеем 


в: |} (x) № = вор. I Fo (4) [№ 
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для всякой непрерывной полунормы y Ha Ё (неравенства Коши). 


4.3.2. Существует такая константа а > 0, что для всякого однород- 
ного непрерывного многочлена fa Е Ρα (Eis ..., En; F) и всякого 


R € (R1)" выполняется неравенство 
‚а Ко» < sup | fa (x) <M fay Κ' 
x€ В( К) 


для всякой непрерывной полунормы y на F. Если К удовлетворя- 
ет условию (0) из 4.3.1 или если образ пространства E, относи- 
тельно отображения X +» | x | содержится в образе поля К относи- 
тельно отображения а ++ | а | и содержит R, (для 1 << п), то можно 
взять а = 1. | | | 


4.3.3. Если К имеет характеристику нуль, то формальный ряд 
{= Ур принадлежит Ÿ (E,, ..., E,;F) тогда и только тогда, 
& : 


когда существует такой R € (R})”, что 
sup sup | [α(Χ)|ν < + 0% 
a ΧΕΒΙΝ) 


для всякой непрерывной полунормы у на Р. 


Е, EEE er Е eg D EEE Е er И a ут а, ae ee PT ET OE De rt 
ee =e Es es « τ Е EEE ана! te Ast о RE =; EN Pr © SEE 
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$ 5. Многообразия 


5.1. Карты u атласы. Многообразия 


9.1.1. Пусть X — множество. Картой на X называется тройка 
с = (U, φ, Ε), где U — подмножество в X, Е — банахово простран- 
ство и ф — биекция из U на открытое подмножество в E. Говорят, 
что U есть область определения карты с. Если Е имеет конечную 
размерность п, говорят, что с имеет размерность n. В п. 
случае полагаем dim с = + с. : 


5.1.2. Говорят, что две карты с = (U, φ, E)u c' = (U', φ', Е’) наХ 
С’-согласованы (или просто согласованы, если не может быть неяс- 
ности относительно г), когда выполняются следующие условия: 

(a) ФИ N U’) (соотв. Ф' U ПИ’ ) открыто в E (соотв. Ε΄); 
(0) отображение Pop” (соотв. pop) из $Ф’(И ПИ’) на 
Ф(И ПИ’) (соотв. из Ф (И ПИ’ на g’ U ῃ un) принадлежит 
_ классу С” (см. 2.3.1, 3.2.1 и 4.2.1). 


5.1.3. С’-атласом (или просто атласом) множества X называется 


множество попарно С’-согласованных карт на X, объединение об- 
‚ ластей определения которых есть все X. Два атласа Au % множе- : 


ства X называются С’-эквивалентными, если A |) À является ат- 


ласом. Отношение С”-эквивалентности между атласами есть отно- 
шение эквивалентности. } 


5.1.4. Пусть © — множество банаховых пространств. Говорят, что 
атлас A имеет mun ©, если Е € © для всякой карты с = (U, φ, Ε) 
Из A. Аналогичным образом, говорят, что атлас À имеет гильбертов 
тип (соотв. гильбертов тип счетной размерности), если Е есть 
гильбертово пространство (соотв. ‚счетномерное гильбертово про- 
странство) для всякой карты (U, φ, Ε) из A. 


5.1.5. К-многообразием класса С’ (или многообразием класса С” 
над К, или просто многообразием, когда не может быть неясности 
относительно К и г) называется множество Х, наделенное. классом 
эквивалентности атласов (Теор. множ., гл. II, ὃ 6, n° 9) относи- 


тельно отнощения С’-эквивалентности. Атлас этого класса называет- 
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ся атласом многообразия Х. Карта, принадлежащая атласу много- 
образия Х, называется картой на многообразии Х. Карта на Х, 
область определения которой содержит точку а Е X, называется 
картой на Х ва. Карта, центрированная в а, есть такая карта 
(И, ф, Е) на Хв а, что ф (а) = 0. 

_ Всли X — множество и «A — атлас множества X, то множество X, 
наделенное классом эквивалентности, содержащим A, называ- 
ется многообразием, определенным атласом A 


Если r 52 ὦ (стало быть, К = В), многообразие класса С” иног- 
да называется дифференцируемым многообразием. Многообразие 


класса С” называется также аналитическим многообразием над К 
(или К-аналитическим многообразием). Если к тому же К =R 
(соотв. С, Ωρ), говорят также о вещественно-аналитическом (соотв. 
комплексно-аналитическом, аналитическом р-адическом) многооб- 
разии. 


5.1.6. Пусть X — многообразие. Подмножества в X, являющиеся 


объединениями областей определения карт на Χ, образуют семейство 
открытых множеств в топологии, про которую говорят, что она ле- 
жит ниже структуры многообразия на Х. Для всякой карты с = 
= (U, ф, Е) на X отображение ф есть гомеоморфизм открытого MHO- 


_жества U, наделенного индуцированной из X топологией, на откры- 


Toe в Е подмножество ф (U). 

Топологическое пространство, лежащее ниже Χ, есть простран- 
ство Бэра. Когда К равно R или С, оно локально связно. 

Пусть X — многообразие uA — атлас многообразия X. Для 
того, чтобы топологическое пространство Х было отделимо, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее условие: ка- 
ковы бы ни были карты (U, φ, Е) и (У, , Е), принадлежащие 
атласу A, график отображения pop us EU NV) 8 vU ПУ) 
замкнут в ф (И) x 14 (V). Ξ 

Пусть Х — многообразие; предположим, что топологическое про- 
странство X регулярно. Тогда для всякой точки а Е Х существует 
карта (U, φ, Е) на X ва, обладающая следующим свойством: для 
того чтобы подмножество У в U было замкнуто в X, необходимо и 
достаточно, чтобы его образ ф (У) был замкнутв Е. Если простран- 
ство Х паракомпактно, на Х существует расстояние, согласован- 
ное с топологией в Х и превращающее Х в полное метрическое 
пространство. 


5.1.7. Пусть ©— множество банаховых пространств. Говорят, что 
некоторое многообразие имеет тип © (соотв. гильбертов тип, 
соотв. гильбертов тип счетной размерности), если оно обладает 
атласом типа © (соотв. гильбертова типа, соотв. гильбертова типа 
счетной размерности). Если © сводится к единственному элементу Ε, 


аку πος 
age 
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многообразие типа © называется также чистым многообразием 


типа ξε΄ 


Чистым многообразием размерности п называется чистое MHOTO- ~ 
образие типа К”. Говорят, что многообразие локально конечномер- 
но, если оно имеет тип ©, где © = (Κ΄; n € М. 


5.1.8. Пусть X — многообразие и ΧΕ X. Размерность (конечная 
или равная -- со) карты на Х в x зависит лишь от X. Она называется 
размерностью многообразия X в x и обозначается через dim, X. 


_ Размерностью многообразия X, обозначаемой через dim X, называет- 


ся верхняя грань чисел dim, À для x Е X. 

Функция х- dim, X локально постоянна. Многообразие X 
локально конечномерно (соотв. чисто и имеет размерность п) тогда 
и только тогда, когда dim, À < - со (соотв. dim, À = п) для 
всякого x € À. 


5.1.9. Предположим, что К локально компактно. Топологическое 
пространство, лежащее ниже локально конечномерного многооб- 
разия, локально компактно тогда и только тогда, когда оно отде- 
JIHMO. | 


5.1.10. Пусть X — многообразие, и пусть El, ..., ξ΄ — отобра- 
жения множества U, лежащего B X, в К. Говорят, что & = 


= (El, ..., Е”) есть система координат на X в U, если тройка 
(U, Е, К”) есть карта Ha X; эта карта обозначается также через 
(U; Е) или (U; E, ..., Е). Если a EU, говорят также, что E 
есть система координат на Х в а; если, кроме того, & (а) =0 
для ἰ--], 2, ..., NM, то говорят, что система координат & цент- 
рирована в а. | 


5.2. Примеры многообразий 


5.2.1. Пусть Х — множество; на Х существует единственная струк- 
тура многообразия, для которой нижележащее топологическое про- 
странство дискретно; эта структура есть структура чистого много- 


’образия размерности 0. 


5.2.2. Пусть Е — банахово пространство. Тройка с = (E, Idg, Е) 
есть карта на E, u A = {с} есть атлас множества E. Стало быть, 
последний определяет на E структуру чистого многообразия типа E; 
нижележащая топология есть данная топология на Ε. Когда в даль- 
нейшем будет говориться о структуре многообразия Ha E, это всегда 
будет относиться к предыдущей структуре. 

В частности, это приложимо ко всякому конечномерному век- 
торному пространству над К, наделенному единственной отделимой 


Ys 


- 
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топологией, согласованной ς векторной структурой (Топ. вект. 
пр., м. 52,1. is 


5.2.3. Пусть Х — многообразие и U — открытое подмножество 
в X. Ha U существует структура многообразия, карты которой суть 
карты на многообразии À, с областью определения, содержащейся 
в U. Про, эту структуру говорят, что она индуцирована структурой 
многообразия X (см. n° 5.3.4); наделенное этой структурой U назы- 
вается открытым подмногообразием в À. 

В частности, всякое открытое подмножество банахова простран- 
ства E наделено канонической структурой чистого многообразия’ 
типа E. Пусть X — многообразие; для того чтобы тройка (U, ф, Е) 
была картой на X, необходимо H достаточно, чтобы И было OT- 
крыто в Х и ф было изоморфизмом открытого в Х многообразия U 
на открытое подмногообразие в E. 


5.2.4. Пусть X — множество и (Х;):е! — покрытие множества À. 
Предположим, что на каждом Х; задана такая структура многооб- 
разия, что выполнено следующее условие: | 

Каковы бы ни были {и j из [, множество À, (| Х; открыто в Х; и 
BX; 4 структуры многообразий на À; ῃ Χρ индуцированные COOT- 
| ветствующими структурами на Х; и X; j, совпадают. 

Тогда Ha X существует одна и только одна такая структура 
многообразия, что Х; есть открытое подмногообразие в Х для каж- 
ΠΟΓΟ i из 7, Говорят, что многообразие Х получено склеиванием. 
многообразий Χ.. 


5.2.5. Пусть X — многообразие. Множество X, таких точек x из X, 
что dim, X =n (п — целое число DO), есть открытое подмного- 
образие ı в Х, которое чисто и имеет размерность п. 


5.2.6. Пусть Е — банахово пространство. Множество G (Ε) вектор- 
ных подпространств в Е, допускающих топологическое ᾿ дополне- 
‘ние, можно следующим образом наделить структурой аналитиче-_ 
ского многообразия: для всякой пары (Fy, G,) ЕС (Е) x G(E), та- 
кой, что Е == F, @ Go, через Ис, обозначается множество тех РЕ. 
Е G (E), которые допускают G, в качестве дополнения. Определим 
биекцию Фес, из Ug, Ha банахово пространство 4 (Fy; Gy) 
путем сопоставления всякому F € Ug, отображения из Fo в Go, 
график которого есть подпространство FBE=F, X Gp. Карты (U6,, 
Pr. & (Ро; G,)) образуют атлас множества G (E). Наделенное 
структурой многообразия, определяемой этим атласом, 0 (Е) назы- 
вается грассмановым многообразием пространства Ε. 
Топологическое пространство @ (Е) метризуемо. Если К 
локально компактно и Е конечномерно, то С (E) компактно. 


ee ee 
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Для всякого целого числа п > 0 множество G, (E) (соотв. С” (E)) 
элементов F u3 С (E) размерности (соотв. коразмерности) п открыто 
и замкнуто в С (E) и является открытым чистым подмногообразием 
в С (2). Если К = В или С, С, (6) связно для всякого п. 

Отображение, сопоставляющее элементу F € С (Е) его ортого- 


нальное дополнение в сопряженном к E пространстве Β΄, есть морфизм — 


из С (Е) BG (E’), индуцирующий изоморфизм из G" (Е) на G, (ΕἼ 
для всякого целого числа п. 
Если К = В или С или если Е конечномерно, то G, (Е) есть не 


что иное, как проективное пространство, определяемое простран-. 


ством E, которое, таким образом, наделяется структурой аналити- 
ческого многообразия. 


5.3. Функции класса С’ и морфизмы многообразий 


5.3.1. Пусть X — многообразие класса С’, F — отделимое поли- 
нормированное пространство и f — отображение из X в F. Говорят, 


что / принадлежит классу С’, если для всякой карты (У, φ, Е) на 


X отображение f + ® 'изф (V) в F принадлежит классу С’. Ha ca- 
мом деле достаточно выполнения этого условия для карт одного атла- 


са многообразия X. Множество отображений класса С’ из Х в F 


образует векторное подпространство в пространстве всех отобра- 
жений из X в F. Оно обозначается через (” (X; F). | 

Когда F = К, полагаем G’(X; К) = G'(X); это К-подалгебра 
алгебры отображений из X в К. Элементы из (” (A) называются 
также морфическими функциями. - 

Когда Х есть открытое подмножество банахова пространства, 


эта терминология согласуется с IEEMHESIOLAER nit. 2.3.4, eee 
и 4. 2 I: 


5.3.2. Пусть X и У — два многообразия класса С”, и пусть ῇ — 
отображение из X в У. Говорят, что { принадлежит классу С’, или 


является морфизмом многообразий (класса С”), если оно непрерыв- 
HO и если для всякой карты (У, ф, F) на У отображение фо] 


открытого подмногообразия fr" (У) в банахово пространство F 


принадлежит классу С’. Для этого достаточно, чтобы существовал 
такой атлас A многообразия У, что для всякой карты (У, 1, F) Е A 


` множество Г" (У) открыто`в X и что отображение ψ ο f открытого 
в X подмногообразия f — (У) в F принадлежит классу С’. Множество 


морфизмов из X в У обозначается через С” (X; У). Когда У есть 
банахово пространство, наделенное канонической структурой много- 
. образия, определения в 5.3.1 и 5.3.2 согласованы. Отображение 


+ 
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класса C” называется также К-аналитическим (или просто анали- 
тическим) отображением. Когда К == С, говорят также о голоморф- 
ном отображении. 

Пусть (U, φ, Е) — карта на Х и (У, ψ, Ε) — карта на У, такие, 
что f (U) CV. Отображение фо {оф ” открытого в Е NOAMHO- 


_жества ф (U) в открытое в F подмножество 1 (У) называется пред- 


ставлением отображения À в данных картах. 


5.3.3. Предположим, что X и У конечномерны; пустьа EX,bEY 
uf — отображение из Хв Ус} (а) = b. Предположим сначала, что f 


принадлежит классу С”, и рассмотрим системы координат (U; Et, 

‚ Е") на X Ban (У; 1*, ..., η") на У в b соответственно, причем 
f(U) € V. Пусть & — отображение (£1, ..., €”) из Ив К”. Существу- 
ют тогда такие функции u’ класса С” на открытом в К” подмноже- 
стве & (U) со значениями в К, что координаты TOUKH у =f (х) изУ 


(для x из U) задаются формулами 


(1) η (y) = ul G(x), ..., (5) для 1 <] < п, 
что эквивалентным образом записывается в виде 
(2) yf of = Ш (1, ..., 8") для 1 <] < п. 


Говорят, что предыдущие формулы осуществляют представление 
отображения {в выбранных системах координат. 

Обратно, если для всякой точки а из À можно найти некоторую 
систему координат на Х ваи некоторую систему координат на 
Y B b =f (a), удовлетворяющие предыдущим условиям, то f при- 


надлежит классу С’. 


5.3.4. Морфизмы многообразий удовлетворяют аксиомам из Teop.: 


множ., гл. IV, $2: = 
а) Композиция двух морфизмов есть морфизм. 
Ὁ) Для того чтобы биекция | = À — У была изоморфизмом, 


необходимо и достаточно, чтобы f uf’ были морфизмами. 


5.3.5. Предположим, что г = ®. Пусть Х — многообразие И + £ — 
два аналитических отображения из À в отделимое полинормирован- 


‚ное пространство или в отделимое аналитическое многообразие. 


Множество точек, в некоторой окрестности которых } и £ совпадают, 
открыто и замкнуто в X. 


5.3.6. Предположим, что К = В иг=2 ®. Говорят, что многообра- 
зие Х допускает разбиения единицы класса С’, если для всякого 
локально конечного открытого покрытия пространства Х суще- 
ствует непрерывное разбиение единицы (Top. gén., chap. IX, $4,. 
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n° 3), подчиненное этому покрытию и образованное функциями клас- 
са 67 

Пусть Е — банахово пространство; рассмотрим следующее свой- 
CTBO: 

(PU) Каковы бы ни были непересекающиеся замкнутые подмно- 
жества А и Be Е, существует такая функция класса C’ на Е со зна- 
чениями в В, umof (x) = Одлях Е А, } (x) = 1 0ляхе Вид < | (x) < 
< 1 для всякого x € Е. 

Если © — множество банаховых пространств, обладающих свой- 


‘ством (PU), то всякое паракомпактное многообразие типа © допу- 


скает разбиения единицы класса С”. 
Всякое конечномерное пространство и всякое гильбертово про- 
‚ странство счетной размерности обладают свойством (PU). 


5.3.7.  Предноложим, что К — ультраметрическое поле. Пусть 
Х — паракомпактное многообразие. Для всякого открытого покры- 
тия Ц пространства Х существует разбиение этого пространства на 
одновременно открытые и замкнутые подмножества, подчиненное 
покрытию Ц. 


5.3.8. Предположим, что К локально компактно. Пусть Хи -- 
два чистых многообразия конечной размерности и [ — морфизм 
из X B Ÿ. Если dim X < dim У и если топология в À допускает 
счетный базис открытых множеств, то | (X) есть тощее множество 
в’. 


6.4. Характеризация многообразий их пучками 
функций 


5.4.1. Пусть Х — топологическое пространство и У — множество. 
Предположим, что для каждого открытого подмножества U про- 
странства X задано множество & (U) отображений из И в У. 
Мы скажем, что семейство ¥ = {Æ (U)} есть пучок функций co значе- 
ниями в У, если оно удовлетворяет следующему условию: 

Пусть (U,)ieı — семейство открытых подмножеств простран- 
ства X, объедичение которых есть U, и пусть [| — отображение из 
U 6 У; для того чтобы f принадлежало 6 (U), необходимо u доста- 
точно, чтобы ПИ; ba & (0) для каждого i из I. 


5.4.2. Пусть Х и У — два многообразия; для всякого открытого 

подмножества U C X пусть € (U) — множество морфизмов из И 
в У; тогда & есть пучок функций со значениями в У. 

Когда Y = К, определенный таким образом пучок обозначается 


через Cx. 
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5.4.3. Пусть X — топологическое пространство и © — множество © 
банаховых пространств. Для всякого E € © пусть Я в — некоторый 
пучок функций на Χ со значениями в E. Предположим, что семей- 
ство пучков # £ для E Е © удовлетворяет следующему условию: 

Для всякой точки х Е Х существуют такие открытая окрест- 
ность U этой точки, пространство E, € © и гомеоморфизм ф из U на 
открытое подмножество в Ey, что для всякого открытого подмноже- 
ства VC U a всякого Е € © множество Я в (У) состоит из функ- 
ЦИЙ беф, где с пробегает пространство (” (ф (У); Е). 

Тогда на X существует одна и только одна структура многообр a- 


зия класса C’ типа ©, согласованная с данной топологией на À, 


для Которой & в есть пучок функций класса С” на X со значениями 
ie; =; 


5.4.4. Пусть X — топологическое пространство и Я — пучок функ- 
ций со значениями в К, удовлетворяющий следующему условию: 
для всякой точки ΧΕ Х существуют такие целое число п, откры- 
тая окрестность U точки X и гомеоморфизм ф из U на открытое 
подмножество в К”, что для всякого открытого V < И множество 
F (И) состоит из функций go P, где g пробегает множество функ-_ 
ций класса C’ на открытом в К" подмножестве ф (У). 

Тогда на Х существует одна и только одна такая структура ло 


кально конечномерного многообразия, что À = Cx, | 


5.4.5. Пусть Хи Х’— два локально конечномерных многообразия 


класса С’и f — непрерывное отображение из X в X’. Для того 
чтобы f было морфизмом, необходимо и достаточно, чтобы для вся- 


кого открытого в X’ подмножества U’ и всякой функции &6 С” (U'; К) 
функция gef принадлежала G’ (И!К), me И =f (UV). 


5.5. Касательные пространства, касательные линейные 
отображения. 


5.5.1. Пусть Х — многообразие, и пусть а Е Х. Рассмотрим пары 
(с, h), гдес = (U, φ, Е) — карта на многообразии X и гдей — эле- 
мент из E. Две такие пары (ο, h) и (ο΄, h’) называются эквивалент- 
ными, если производная в ф (a) отображения Po ΠΝ (которое 
определено в окрестности элемента φ (а)) преобразует A Bh’, 
Получаем, таким образом, отношение эквивалентности между пара- 
ми (с, h), и касательным вектором к X в точке а называется класс 
эквивалентных пар (с, А) (Теор. множ., гл. II, $ 6, n° 9). 
Касательные векторы к Х в точке а образуют множество, обозна- 
чаемое через T, (X). Если с = (U, 9, Е) — карта на многообразии 


48. ΜΗΟΓΟΟΒΡΑΘΜΗ͂. $5 


Х ва, Se 9, из E в T,(X), ставящее в соответствие 
элементу h из E касательный вектор, представляемый парой (с, h), 
есть биекция. Если перенести на T, (Х) с помощью 0, структуру 
топологического векторного К- -пространства Е, то получаемая та- 
ким образом структура не зависит от выбора с и превращает Τ, (Χ) 
в банахово пространство, называемое касательным пространством 
к X в точке а. Размерность (конечная или +00) пространства T, (X) 
равна размерности многообразия X ва. 


5.5.2. Пусть X, У — два многообразия, f — морфизм из X BY 
и а — точка в X. Рассмотрим карту с = (0, ф, Е) на X Bau 
карту с’ = (У, b, F) на У 8 b, где f (U) CV; отображение D = 

= фо оф uz Ф (И) BF принадлежит классу С’, и его произ- 
водная DO (ф (а)) в точке ф (а) есть непрерывное линейное ото- 


бражение пространства Е в F. Непрерывное линейное отображение | 


θ ο ОФ (p(a))° 67 "us Τ, (X) в Т, (У) не зависит от выбранных карт 
сис’; оно обозначается через 7, (f) и называется касательным 
линейным отображением к | в а. Если с — морфизм из У 8 
многообразие Ζ, то | 


Т, (gf) = Tia (oT, . 


5.5.3. Пусть f : Х > У = морфизм многообразий. Если } локаль- 


но постоянен, TO T, (ἢ =0 для всякого а из X. Обратно, если. 


T, © = 0 для всякого а € X иесли поле К имеет характеристику 
0, TO f локально постоянен. 


5.5.4. Пусть U — открытое подмножество многообразия X и f — 
каноническая инъекция из U B Х; для всякой точки а из U отобра- 
жение T, (ἢ из T, (U) 8 T, (X) есть изоморфизм топологических 


векторных пространств, с помощью которого мы будем в дальней-' 


шем опождествлять эти два пространства. 


5.5.5. Пусть U — открытое подмножество банахова пространства 
Е; если, — каноническая инъекция из U BE, то тройка с = (U, 1, Β) 
есть карта на U, и атлас {c} определяет на U структуру много- 
образия. Если задана точка ав U, отображение 0, есть изоморфизм 
топологического векторного пространства ΕΒ на топологическое 
векторное пространство Т, (U); обратный изоморфизм будет обо- 
значаться через Cg (а). = | 

_ Пусть | — отображение класса С’ из U в открытое подмноже- 
ство У банахова пространства F; для всякой точки а из U имеем 


Df (a) ο ξε (a) = Se (f (a) ο Τα ©, 


per 
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где D} (a) — производная функции [ ва (1.2. 1). Другими словами, 
диаграмма 


та BTE 


ra (U) ΤΙ (а) (У) 
| GE @ Gr (F (a) 
- LE PEND af 


_ коммутативна. 


5.5.6. Кокасательчным вектором к X ва, или касательным ковекто- 
ром, или просто ковектором в а называется всякая непрерывная 
линейная форма на топологическом векторном пространстве T, (X); 
эти ковекторы, стало быть, суть. элементы пространства T, (X)’, 
топологически сопряженного к касательному пространству к Хва. 
Это пространство наделяется топологией равномерной сходимости на 
ограниченных подмножествах в T, (X); наделенное этой топологией, 
Т. (Х)' становится банаховым пространством, которое называется ко- 
касательным пространством к Х ва. Оно обозначается также через 
Ta (Χ). 

Пусть | — морфизм из X в банахово ᾿ пространство E. 
Дифференциалом морфизма f в точке а, обозначаемым через 
d,f или dj, называется непрерывное линейное отображение 
Ce (| (α))οΤ, (f) из Τ,(Χ) 8 E. Для (ЕТ, (X) через ¢ (1), или t.f, 
обозначается иногда значение d, f (2) линейного отображения df 8 
точке {. a fre d линейно. 

Если E = К, дифференциал d,f морфизма | в аесть ковектор к X 
в а. 

Пусть Е, Е, G — три банаховых пространства, и пусть (u, Ὁ) -> 
=> и.и — непрерывное билинейное отображение из FXG8 E. 
Пусть f (соотв. 2) — морфизм из X в F (соотв. G). Тогда ото- 
бражение [. а: χε» (x).g (x) есть морфизм из X в Би для каж- 


moro ЕТ, (Х 


d,(f . (ἢ = F(a).d, g (0 +41 0.5 (a). 5 


Возьмем, в частности, G = Eu F = К, причем DASCHATDUBAENGE 
билинейное отображение есть умножение. Тогда 


а, (fg) = f (a) dag + g (а) 44. 


5.5.7. Пусть X — локально конечномерное многообразие, и пусть. 
=,..., 6" — морфические функции, определенные в открытой окрест- 
ности U точки ав À. Следующие условия эквивалентны: 

(i) существует такая открытая окрестность У точки а, содержа- 


щаяся в U, что функции EV (для 1 < {< т) образуют систему 
координат на X в И; 
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(ii) дифференциалы dE для | < i < тобразуют базис в Г. (X)'; ; 


(iii) отображение ξ = (&}, ..., Е”) из U 8 К” этально в а [ἐν n° 
5.7.6). 


[na того чтобы ee d'El, .... dE” были линейно 
независимы, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая 


окрестность У точки а, содержащаяся в U, что Py BATS EV обра- 
зуют часть системы координат Ha в И. 


5.5.8. Пусть X — локально конечномерное многообразие и E = 


= (£1, ..., &”) — система координат на X в открытом подмножест- 
ве U. Пусть a€ U; через (Oia, ..., Oma) обозначается базис ка- 
сательного ‘пространства T, (X), уальный к базису (del, ... 


és he) BT | fe Стало быть, 
ὃ,,. (€) = δι, (символ Кронекера). 


Касательный вектор δια обозначается также через (GIE), 
Пусть f — функция класса С’на U со значениями в банаховом 
Î 
пространстве Е. Через 0 или Of/0Ë обозначается функция a ++ 


— 
=> д, а (Г); это функция класса C’ на U со значениями 8 E (непре- 
рывная функция, если г = 1). Ее значение в точке а из И обозна- 


чается иногда через (OF/OE), . Для всякого { € T, (X) имеем 


= daz o 2 (a 


что можно еще записать в виде 


i=] = 


‘Oru обозначения согласуются с обозначениями в 1.6.3. 


5.5.9. Пусть X и У — два многообразия и f — морфизм из Х в У. 
Рангом морфизма } в точке а из Χ, обозначаемым через rg, f, назы- 
вается ранг (конечный или равный +00) линейного отображения 
Г. (ἢ. Отображение а - rg, f полунепрерывно снизу. 


6.6. Произведения ея Gods 
5 6.1. Пусть Kali два множества, и пусть с = (U, φ, Б) (соотв. 
= (U", φ', ΕἼ) — карта на X (соотв. на X’). Тройка 
ых хо Вх Е). 
есть карта на множестве À X X”, обозначаемая через с X σ΄, 
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5.6.2. Пусть X u X’ — два многообразия класса С’. На множестве 
X. x X’ существует одна и только одна такая структура многообра- 
sua класса С”, что с X с’ есть карта Ha Х X X’ для всякой карты 
с на X и всякой карты с’ на X’. Наделенное этой структурой, À X 
x X’ называется произведением многообразий X u X’. Аналогич- 
но определяется произведение конечного числа многообразий. Топо- 
логия многообразия X X X’ есть произведение топологий на Х и A f 
Tina a € X u bEX’ имеет место равенство 


dima, (X x X) = dim,X + dim,X’. 


5.6.3. Пусть X и x’ — ‘два многообразия и X X Χ' — их произ- 
ведение. Пусть аб X u a’E X’. Канонические проекции 
pr,:X ХХ' >X up: Хх Х' —Х' 
суть морфизмы. Пусть л; ( = 1, 2) — их касательные линейные 
отображения в точке (а, a’). Отображение 
(πι, п.) : Теа) (ХХ AÄ)>T, (A) x Ta (Х’) 

есть изоморфизм, что позволяет отождествить касательное прост- 
ранство к X x X’ в (a, а’) с произведением T,(X) X Tw (X). 

‚ Инъекция из T, (X) в Га, (X X Х’), получающаяся вследст-` 
вие этого отождествления, есть касательное линейное отображе- 
ние в точке а к морфизму x (x, a’) из Х в ХХХ’; анало- 


гичный результат имеет место для инъекции из Та’(Х’) в. 
Теа’) (X Χ A). 


5.6.4. Пусть W, X u Х’— три многообразия, и пусть f : М > Χ, 
fs У — X’ — два отображения. Для Toro чтобы отображение 


ЕР: +X x X’ 


было морфизмом, необходимо и достаточно, чтобы [и [были MOP- 
физмами (это оправдывает употребление термина «произведение», 
см. Теор. множ., гл. IV, Ν 2, n° 4). В этом случае, если а — точка 


из W, то получаем 
LA / 
Τα (|, |} = (Ta ©, Ta η, 
учитывая сделанное выше отождествление. 


5.6.5. Пусть f:X> Уи Ρ:Χ’ > У’ — ΜΟΡΦΗΘΜΗΙ многообразий. 
Тогда fxf:XxX’—YxY’ есть морфизм. Если аЕХ и 
д. ЕЛ’. το | 

Γία,α') (f x Г) ορ is (Г) x Ta (Г), 

Гала”) © X Г) = tof + tga Г. 


5.6.6. Пусть X, X, и Z — три многообразия и f — морфизм 
из À, x X, ΒΖ. Пусть аЕХ; и bEX,. Касательное линейное 
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отображение к частичному. отображению χε» | (х, b) (соотв. y +æ 
wet (a, y)) из X, (соотв. X,) в Z обозначается через T(,») (f) (соотв. 


T (a,b) (f)). Если отождествить Tab) (ХХХ. с Ty (X) X Ty (Х,), 
то получаем, что 


T (u,b) (ἢ . (и, 0) Fr Lis (7) „ВЕ Ta. (f) ‚U 


ДлЯ всякого и ЕТ. (X;) и всякого v € Τι (X,). 


5.6.7. (Теорема о неявных функциях.) В предположениях и обозна- 
чениях предыдущего пункта предположим дополнительно, что 


Faw (ἢ биективно. Тогда существуют открытая окрестность Ц 
точки @ BX, H открытая окрестность У точки b в X,, обладающие 
следующим свойством: для всякой точки х Е И существует одна и 
только одна такая точка g (x) в У, что f (x, £ (x)) = f (a, 6) и отобра- 
жение g есть морфизм из U в У. Для всякой точки x € U справедли- 


ва формула 
Te (в) = — (Тель (ΠΥΓ' ο Τίν εαν (Π. 


5.7. Иммерсии, этальные морфизмы 


5.7.1. Пусть X и У — два многообразия, f — морфизм из X B Y 
и а — точка из X. Положим 6 = f (а). Следующие условия эквива- 
лентны: 


(i) Линейное отображение Т, (f) инъективно и его образ есть 
замкнутое векторное подпространство BT; (У), допускающее топо- 
логическое дополнение |). 

(ii) Существуют такие банахово пространство F, замкнутое век- 
торное подпространство F в F, допускающее топологическое допол- 
нение, и карты (U, ф, Е) на X Bau (У, ᾧ, Р) на Ув b, что 
ГО <Уих=фо. (110). 

(iii) Существуют такие открытая окрестность U точки а, откры- 
тая окрестность У точки 6, содержащая f (U), многообразие 2, 
точка св 2.и изоморфизм многообразий gus U X Zua V, что | (x) = 

g (x, с) для всякого x € U. 

Ее Существуют открытая окрестность U точки а, открытая 
окрестность У точки b и морфизм 4 из V B X, такой, что [ (U) eee 
и g (f (x)) = х для всякого x Е U. 


Когда X и У конечномерны, предыдущие условия эквивалентны 
также следующему: 


(У) Существуют открытая окрестность U точки а, система коор- 


1) Всякое замкнутое векторное подпространство банахова пространства конеч- 
ной коразмерности допускает топологическое дополнение; если К == В или С, 
это же справедливо для всякого ZURRAHOMERHOFO ΒΕΚΤΟΡΗΟΓΟ подпространства 
(обязательно замкнутого). 


5.7 ИММЕРСИИ, ЭТАЛЬНЫЕ МОРФИЗМЫ 53 


— 


динат (N, .. ., 1") на У в открытой окрестности У точки 6, co- 
держащей } (И), и целое число т < п, такие, что 1) of =O для 
т <] < п и что функции N ор, ..., N of образуют систему ко- 


‚ординат на Х в (0. 


Если свойства (i) — (iv) выполнены, говорят, что f есть иммер- 
сия в точке а. 

Множество точек, в которых f является иммерсией, открыто в. 
X; если это открытое множество совпадает со всем X, говорят, что 
Г есть иммерсия. 

Для того чтобы } был иммерсией, необходимо и достаточно, чтобы 
можно было покрыть Х такими открытыми : множествами U,, что 
| U, для всякого i есть ‚ изоморфизм из U, Ha подмногообразие в В 

У (cm. n° 5.8.3). 


9.7.2. Примеры. 


(а) Если Х — открытое подмножество многообразия У, то ка- 
ноническая инъекция из Х в У есть иммерсия. 

(Ὁ) Пусть Е и F — два банаховых пространства и и — непре- 
рывное линейное отображение из E в F. Отображение и является 
иммерсией тогда и только тогда, когда и есть изоморфизм из E на 
замкнутое векторное подпространство в F, допускающее тополо- 
гическое дополнение. = 


5.7.3. Пусть f:X —У u g:Y —Z — два морфизма. Если fun g — 
иммерсии, то бо} есть иммерсия. Обратно, если g°f — иммер- 
сия, то À есть иммерсия. Если f:X — Y ἡ: Χ’ — У’ — иммер- 
сии, то f x [ есть иммерсия. 


5.7.4. Предположим, что X и У — конечномерные многообразия над 
полем К характеристики 0. Если f: X — У — инъективный мор- 
физм, то множество тех точек из À, в которых [ является иммерсией, 
является плотным открытым подмножеством в Х. При К = К или 
С этот результат остается справедливым, если предполагать только, 
что X конечномерно. 


5.7.5. Пусть f : Х — У = иммерсия ‘и g — непрерывное отображе- 
ние многообразия 2 в X. Для того чтобы g было морфизмом, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы f ο g было морфизмом. г 


5.7.6. Пусть f: X — У — морфизм, и пусть а лежит в X. Следую- 
щие два свойства эквивалентны: 


(i) Т, (f) биективно. 

(11) Существуют такие открытая окрестность U точки а и откры- 
тая окрестность У точки [ (а), что | индуцирует изоморфизм из U 
на У. | 


se! 


PP re Re ire AS еси. “Τ' VA dre Ве CAT еда PO ES NT ET À SUR SEE nn ET О TS DEMI Se RS PC PAS Е EEE Е PE EE ТТУ: ч 
8 ? RTS LES RE ne} $ я > 4 - a oie en AS à Β Sry a9 = 3 у ЕЛЬ. АЕ. 
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Когда эти свойства выполнены, говорят, что | — локальный 
изоморфизм в точке а или что | этален в a. Если это имеет место 
для всякого а Е X, говорят, что f этален, или что X этально над У 
(относительно f) !). Для того чтобы морфизм был этален, необходимо 
и достаточно, чтобы он был одновременно иммерсией (n° 5.7.1) и 
субмерсией (n° 5.9.1). 


0.7.7. Пусть } : X — У — иммерсия; предположим, что X — чистое 
многообразие конечной размерности. Тогда морфизм } этален в каж- 
дом из следующих двух случаев: 


(i) dim У = dim X; 
(ii) | сюръективен и топология в À допускает счетную базу 
открытых множеств. 


5.7.8. Для того чтобы морфизм f был изоморфизмом на открытое 
подмногообразие (соотв. изоморфизмом), необходимо и достаточно, 
чтобы f был этален и инъективен (соотв. этален и биективен). 


5.8. Обратные образы структур многообразия, 
подмногообразия 


5.8.1. Пусть Х — топологическое пространство, У — многообра- 
sue и f — отображение из X в У. Рассмотрим следующие условия: 
’ (QR) (соотв. (В)). Для всякого а Е X существуют такие om- 
крытая окрестность U точки а в X и карта (У, φ, Е) на многообра- 
зии Y ef (а), что f (U) C Уи umo @of индуцирует гомеоморфизм 
из U на пересечение множества ф (У) с замкнутым (соотв. замкнутым 
и допускающим топологическое дополнение) векторным подпростран- 
ством Е пространства Е. 

Если условие (QR) выполнено, на Х существует одна и только 
одна структура многообразия, для которой тройки (U, фо}, Ε) (вобо- 
значениях условия (QR)) суть карты на Х. Эта структура называет- 
ся обратным образом структуры многообразия на У относительно [. 
Ее топология есть топология пространства Х. 

à Для Toro чтобы Ha Х существовала структура многообразия, 
согласованная с данной топологией и для которой } было бы иммер- 
сией, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (К). 
Эта структура тогда единственна; она есть обратный образ струк- 
туры многообразия на У относительно {. 


5.8.2. Приведенное выше условие (К) заведомо выполнено, если 
для всякой точки а Е X существует такая открытая окрестность U 
этой точки, что ῇ | U есть гомеоморфизм окрестности U на открытое 


1) В оригинале имеется еще один вариант: [есть «un étalement», для которого 
мы не нашли русского эквивалента при принятом способе перевода термина 
«étale».— Прим. перев. 
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подмножество в У. В этом случае получаемое MEOERBEDSENE Х эталь- 
но над У (5.7.6). 


5.8.3. Предположим теперь, что Х — топологическое подпростран- 
ство в У, причем f — каноническая инъекция. Если f удовлетворяет 
условию (К) (соотв. (QR)) из n° 5.8.1, говорят, что X, наделенное 
обратным образом относительно f структуры многообразия на У, 
есть подмногообразие (соотв. квазиподмногообразие) в У. Всякое под- 
многообразие есть квазиподмногообразие. 

Всякое квазиподмногообразие локально замкнуто; всякое откры- 
тое подмножество есть подмногообразие относительно структуры, 
определенной в n° 5.2.3. 

Когда У локально конечномерно, топологическое подпростран- 
ство À пространства У есть подмногообразие в У тогда и только 
тогда, когда для всякой точки а € X существуют такие открытая 


окрестность U этой точки в У, система координат (1, ..., &”) на 
У в U u целое число Е < т, что U ῃ À есть множество точек из 


U, в которых одновременно обращаются в нуль функции для 1 < 
eh 

Пусть f: À — У — морфизм многообразий. . Предположим, что 
{ — иммерсия и что она индуцирует гомеоморфизм из X на f (X). 
Тогда f (X) есть подмногообразие в У и } индуцирует изоморфизм 
из Х на } (Х); в этом случае говорят, что } есть погружение многооб- 
разия À в У. 


5.8.4. Пусть Уи W — два многообразия, Х — подмногообразие в 
Уи] — отображение из X в W. Для того чтобы | было морфизмом, 
необходимо и достаточно, чтобы для всякой точки а Е Х существо- 
вали такие окрестность U этой точки в У и морфизм g : U> W, 
что £ совпадает с } на U ἢ X. : 


5.8.5. Пусть X — квазиподмногообразие многобразия У и g — 
отображение многообразия Z BX. Предположим, что К имеет харак- 
теристику 0 или что Х есть подмногообразие в У. Для того чтобы g 
было морфизмом из Ζ в Х, необходимо и достаточно, чтобы оно 
было морфизмом из Z в У; другими словами, структура многообра- 
зия на Х о структурой. многообразия на У (Teop. 
множ., гл. IV, $2 ). 


5.8.6. Если X — Е N (соотв. квазиподмногообразие) 
в Уи если У — подмногообразие многообразия Ζ, то Х есть под- 
многообразие (соотв. квазиподмногообразие) в Z. 


5.8.7. Пусть X, (для i = 1, 2) — многообразие, и пусть У, — под- 
_ многообразие (соотв. квазиподмногообразие) в X, (для i = 1, 2). 
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Тогда У, X Y, есть подмногообразие (соотв. квазиподмногообразие) 
в А, Χ Χα. 


5.8.8. Пусть X — квазиподмногообразие многообразия У; пусть 
x — точка в À, и обозначим через } каноническую инъекцию из X 
в У. Отображение Т, (ἢ : Τι (Х) -» Τι (У) инъективно, и оно позво- 
ляет отождествить пространство T, (X) с замкнутым векторным 
подпространством в Т, (У). Топологическое векторное фактор- 
пространство 7, (У)/Т, (X) есть банахово пространство; его назы- 
вают трансверсальным пространством в точке x к À (в У). Его раз- 


мерность (конечная или +00) называется коразмерностью квази- 


подмногообразия X в У в точке x. 


Если, более того, Х есть подмногообразие в У, то пространство 


T,(X) допускает топологическое дополнение в Т, (У). 

5.8.9. Пусть f — отображение многообразия X в многообразие У, 
и пусть Г — его график. Для того чтобы } было морфизмом, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие два условия: 


(i) Г есть подмногообразие в Х X У. 
(ii) Для всякого (x, y) ΕΓ имеем 


Тк (À X У) = Ты (Г) ФТ, (У). 


_Если это так, то отображение pr, индуцирует изоморфизм из Г na 
Χ и Ta (Γ) отождествляется с графиком отображения Τι (f). 
В частности, диагональ в Х X X есть подмногообразие BX x X. 


5.8.10. Пусть У — многообразие и (f,)ier — конечное семейство 
морфических функций на У. Пусть X — множество таких x Е У, 
что /; (x) = 0 для всякого i. Сделаем следующее предположение: 

(J) Для всякого x € X дифференциалы d,f; линейно независимы 
в Т, (У). 

Тогда Х есть замкнутое подмногообразие в У и касательное про- 
странство T, (X) есть подпространство в T, (У), образованное та- 
кими ©, что a . |, = 0 для всякого i из J. Более того, коразмерность 
подмногообразия X в У равна Card (Г) в каждой его точке. 


5.8.11. (Простые точки идеала.) Пусть а — идеал алгебры MHOTO- 


членов К [X,, ..., Χη]. Точка x = (x, ..., x,) в К” называется 
нулем идеала a, если f(x) = 0 для всякого [€ a. Если x€ K”, 
обозначим через $, подалгебру в К (X,, ..., X,), образованную 


дробями flg,rae f, g € Κ|Χι,..., X,] u g (x) 2 0; обозначим через 
а, идеал в S,, порожденный в δ, идеалом а. Точка X называется про- 
стым нулем идеала а, если она есть нуль идеала а и если выполне- 
но следующее условие: 

(3) Существует конечная последовательность (fi, ..., m) элементов 


ωοκαωωαωαωαααώώώωώἒαι..Δ 
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из а, порождающих идеал a,, дифференциалы которых в точке x 
линейно независимы. (Это условие эквивалентно тому, что локаль- 
ное кольцо S,/a, регулярно (Alg. comm., à paraitre).) 

Пусть 2 (coors. Z,) — множество нулей (соотв. простых нулей) 
идеала а. Множество Z замкнуто в К", Ζ. открыто вби Ζ. есть 
подмногообразие в К”. Если x € Z, идеал ΚίΧι,..., Х] ῃ αι 
образован многочленами u обращающимися в нуль в окрестности TOU- 
ких в Z,. 


haere а — идеал многочленов, равных нулю на Ζ. Если К алгеб- 


раически замкнуто, множество простых нулей идеала а плотно 
BZ. : 


5.8.12. Пусть X — многообразие и L — множество пар (x, 2), где 
x — точка из X и Z — подмногообразие в X, содержащее x. Если 
заданы две пары л = (x, 2) ил’ = (х’, Ζ), мы обозначаем через. 
Rin, п’? отношение: 


«Имеет место равенство X = x’ и существует такая 
окрестность Иточки x, что U | 2 = 0 П >. 


Тогда R есть отношение эквивалентности в L; через у, (2) '0603Ha- 
чается класс эквивалентности пары (X, 7) € L. На множестве 
J = L/R существует одна и только одна структура многообразия, 
удовлетворяющая следующему условию: 

Для всякого подмногообразия Z в X отображение x +e y, (2) 43. 
Z 8 J есть изоморфизм из Z на открытое подмногообразие в J. 

Говорят, что / есть многообразие ростков подмногообразий много- 
образия X (см. Общ. топ., 1968, гл. I, $ 6, n° 10). 

Отображение р: J— X, определенное формулой р (у, (Z)) = 
— х, есть иммерсия; она называется канонической иммерсией много- 
образия J BX. 

Если Х — отделимое аналитическое многообразие конечной раз- 
мерности, таково же и J. 


6.9. Субмерсии u фактормногообразия 


5.9.1. Пусть f: X — У — морфизм многообразий, а — точка в Х, и 
положим b = [ (а). Следующие условия эквивалентны: 

(i) Линейное отображение T, (ἢ сюръективно, и его ядро допу- 
скает топологическое дополнение BT, (A). 
- (1) Существуют такие карта (U, φ, Ε) на X ва, карта (У, т, F) 
на Увфи сюръективное непрерывное линейное отображение и из 


E 8 F, что 
[U) CV, pof = 


и что ядро отображения и допускает топологическое дополнение 
BE. = | 
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(iii) Существуют такие открытая окрестность U точки а, откры- 
тая окрестность У точки 6, содержащая (U), и морфизм. g 
из U вмногообразие Z, что отображение (f, 5). из И в УХ Ζεςτρ 
изоморфизм. 

(iv) Существуют такие открытая окрестность И точки b и Mop- 
физм 5 из VB X, что$ (5) = anf ($ (и)) = у для всякого y из V (локаль- 
ное сечение). 

_ Когда X и У конечномерны, предыдущие условия эквивалентны. 
также следующему условию: 

(ν) Существуют такие открытая окрестность И точки а, открытая 
окрестность У точки 6, содержащая | (U), и система координат (ΠῚ, ... 

., 1") на У, что функции n° ο | на U составляют часть некоторой | 
системы координат на U. - 

Если свойства (i) — (iv) выполнены, говорят, что, } есть субмер- 
сия в точке а. Множество точек, в которых f является субмерсией, 
открыто в Х; если это открытое множество совпадает со всем К, ` 
говорят, что j есть субмерсия. 


5.9.2. Пусть f: Х > Yug: У — 2 — два морфизма. Если f n g — 
субмерсии, таков же и g о f; обратно, если g о | — субмерсия и 
если | сюръективен, TO g есть субмерсия. 


5.9.3. Если f: X>Y uf: Χ' -» У’ — субмерсии, то f X f': Хх 
x Χ' --Υ ΧΥ' есть субмерсия. 


5.9.4. Субмерсия fi X + Уесть открытое отображение (см. Общ. 
mon., 1968, гл. I, $ 5, n° 1); в частности, отношение эквивалентности 
Ю, определенное отображением f, открыто, f определяет при пере- 
ходе к фактору гомеоморфизм из X/R на f (X) и f (X) открыто в У. 


5.9.5. Пусть R — отношение эквивалентности на многообразии Χ. 
_ Говорят, что Ю регулярно, если на факторпространстве Х/Ю суще- 
ствует такая структура многообразия, что каноническая проекция 
р: Х — Х/Ю есть субмерсия; эта структура многообразия тогда 
единстБвенна. Она есть факторструктура структуры Ha X (Teop. 
множ., гл. ТУ, $ 2, n° 6); другими словами, для того чтобы отобра- 
жение g из Х/Ю в многообразие У было морфизмом, необходимо и 
достаточно, чтобы go р было морфизмом из X в У. 
_ _ Пусть С = X X — график отношения R. Для того чтобы К 
было регулярно, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие два условия: | 

(i) С есть подмногообразие в X X X. 

(ii) Отображение pr, из С na X есть субмерсия. 

Условие (ii) означает также, что, если а и 6 конгруэнтны по 
модулю К, существуют такие открытая окрестность U точки аи 
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морфизм $ из U в X, что $ (а) = b и что $ (X) конгруэнтен X по моду- 
лю R для всякого x Е (0. 

Предположим, что Ю регулярно. Для того чтобы фактормного- 
образие Х/Ю было отделимо, необходимо и достаточно, чтобы гра- 
фик отношения R был замкнут в Х ХХ. 


5.9.6. Пусть X и X’ — два многообразия, R и В’ — регулярные 
отношения эквивалентности на X и X’, и пусть f! X — X” — мор- 
физм, согласованный с отношениями R и КЮ’. Отображение 


f:X/R>X'R', получающееся H3 / переходом к факторам, является 


тогда морфизмом. 


5.9.7. (Транзитивность факторов.) Пусть R и S — такие два OT- 
ношения эквивалентности на X, что À влечет за собой $, и пусть 
S/R — факторотношение эквивалентности на Х/Ю. Предположим, 
что Ю регулярно. Тогда, для того чтобы $ было регулярно, необхо- 
димо и достаточно, чтобы таково было SIR, если это так, канониче- 


ская биекция 


(Х/В) /(SIR) > XIS 


есть изоморфизм многообразий. 


5.9.8. (Произведения факторов.) Пусть (Хе! — конечное семей- 
ство многообразий, каждое из которых наделено регулярным отно- 


шением эквивалентности R,. Пусть Х = [| X,, и пусть R — от- 
Же: 


ношение эквивалентности Ha X, являющееся произведением отно- 
шений R, (см. Общ. топ., 1968, гл. I, $ 5, n° 3, следствие предло- 
жения 8). Тогда R регулярно, и каноническая биекция ИЗ Х/К на 


п (x: /R;) есть изоморфизм многообразий. 


5.10. Субиммерсии 


5.10.1. Пусть f: Χ-» У — морфизм многообразий, и пусть Г — 
график морфизма f. Отображение j: x ro (x, } (х)) есть иммерсия из 
X в X ХУ, образом которой является подмногообразие Г, и f = 
= pf, ο | есть композиция иммерсии j с последующей субмерсией 
Pre. | 
Пусть a Е X. Говорят, что [ — субиммерсия в а, если существу- 
ют открытая окрестность U точки а, многообразие 65 субмерсия $ из 


BZ и иммерсия i из ZB У, такие, что ДИ =i ο 5. 'Множество точек 


в À, в которых | — субиммерсия, ‘открыто в Х; если это открытое 
множество совпадает со всем Х, говорят, что } есть субиммерсия. 


5.10.2. Иммерсии и субмерсии суть субиммерсии. Если f: X > 
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— У — субиммерсия, g: Y > 7 — иммерсия и kW A — суб- 
мерсия, то бо} ο A есть субиммерсия. 
Если ри ff — субиммерсии, To f X À" — субиммерсия. 


5.10.3. Для того чтобы f: X > У был субиммерсией в точке а 
из Х, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие карта 
(U, φ, Е) на Х ва, карта (У, т, F) на У в точке } (a) и непрерывное 
линейное отображение g из ΕΒ, что 

FU) = У, ФО) SVM) 4 FIU = pr'ogog 

(ii) ядро (соотв. образ) отображения g есть замкнутое подпро- 
странство в E (соотв. в F), допускающее топологическое дополне- 
ние. 


5.10.4. Пусть Х и У — два многообразия конечной размерности. 
Для того чтобы морфизм { из À в У был субиммерсией в точке а 
из Х, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие система 


координат (Ё1, ..., £”) на X ва, система координат m ss SE) BEE 
Β [ (a) и целое число К < ini (m, п), что 


Го = Е ДЛЯ < 
‘of =0 mak<i<n 
5.10.5. Пусть f: X —> У — субиммерсия. Для всякой точки bEY 


Γ᾽ (0) есть подмногообразие в X; подпространство BT, (Х), касатель- 


ное к подмногообразию f | (6) вточкеа € i= (6), есть ядро отображе- 
ния Г, (7). | 


5.10.6. (Теорема ο постоянстве ранга.) Пусть f: À —> У — Mop- 
физм многообразий, и пусть a € X. Если f — субиммерсия в a, 
то rg, | = τοι f ANA любой точки x, близкой к а. 

Обратно, предположим, что поле К имеет характеристику нуль. 


Пусть (U, φ, Е) — карта на X ва, и пусть (У, p, Ε) — карта на У 


Bf (a) cf (U) СУ. Положим g = p of o ф 1. Если существуют 
такие замкнутое векторное подпространство £, в E и замкнутое 
векторное подпространство F, в F, что для всякого x € U подпро- 
странство E, (соотв. F;) есть топологическое дополнение к ядру 
(соотв. образу) производной Dg (ф (x)) морфизма g в точке @ (X), то 
Г есть субиммерсия в а. 


Если К имеет характеристику нуль (соотв. К = В или С) и если 


У конечномерно (соотв. rg, f < + co), то есть субиммерсия в а тог- 
да и только ‘тогда, когда rg,f = Tg,f для всех X, достаточно близких 
к а. 


Если К имеет характеристику нуль (соотв. К = В или C) и У 


(соотв. X) конечномерно, то множество точек X из À, в которых [ τὸς 


субиммерсия, открыто и плотно в Χ. 
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s, 


5.10.7. (Каноническая факторизация субиммерсии.) Всякая суб- 
иммерсия есть композиция субмерсии и иммерсии. Более точно, 
пусть f: X — У — субиммерсия и J — многообразие ростков под- 
многообразий многообразия У (5.8.12). Пусть х принадлежит Х 
и y =f (x); существуют такие открытые окрестности U точки x, 
что ДИ есть субмерсия из U Ha подмногообразие Z в У; элемент 
Yy (2) из J зависит только от Χ,ΗΟ не от выбора окрестности U, и если 
обозначить его через A (x), то отображение A будет субмерсией из 
X B J; если обозначить через р каноническую иммерсию из J в У, 
то f = ολ, Если f — иммерсия, то морфизм A из À в У этален. 

Если 5 (сюръективная иммерсия из X в многообразие 2) и A (мор- 
физм из Z B У) таковы, что } = hog, то существует одна и только 
одна такая субмерсия | из ZB 4, что А = в о g. 


8.11. Расслоенные произведения и обратные образы 


5.11.1. Пусть F — банахово пространство, (E,)ieı — конечное ce- 
мейство банаховых пространств и f = (ᾖ)ιε! — семейство непре- 
рывных линейных отображений |, из В; в F. Пусть Е — произведе- 
ние пространств E, и [ — непрерывное линейное отображение из Е 
в F', являющееся произведением отображений f,. Пусть, наконец, 
D — замкнутое подпространство в F ! образованное такими (Yier, 


что и, не зависит OT i («диагональ» в F N. Говорят, что семейство f 
трансверсально, если непрерывное линейное отображение, состав- 


ленное из À и канонической проекции из F на фактор пространство 


F'/D, сюръективно и если его ядро Ё" (О) допускает топологи- 
ческое дополнение. 

Если пространства Е; и F все конечномерны, то семейство f 
трансверсально в том и только том случае, когда 


codim A Im f) = 2 codim (Im |). 


Если / = {l, 2}, то пара (1, fe) TPABCREDEANENA тогда и только 
тогда, когда отображение 


hh + fy В ФЕ, > F 


сюръективно и его ядро допускает топологическое дополнение (если 
E, и E, конбчномерны, это сводится к тому, что 


Шор + Imf, = Ε). 


5.11.2. Пусть $ — многообразие, (A,)ier — конечное семейство 
многообразий и f = (ήιει — семейство морфизмов р из Х; в δ. 
Пусть P — подмножество в произведении Х многообразий X; обра- 
зованное такими точками (X,)ier, что |, (X;) не зависит от i. Пусть. 
x ЕР, и пусть y = f,(x;) 6$. Говорят, что семейство f транс- 
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версально в точке x из P, если отображения Tx(f;) образуют транс- 


версальное семейство непрерывных линейных отображений со зна- 
чениями в банаховом пространстве T, ($). Говорят, что f транс- 
версально, если оно трансверсально в каждой. точке из Р. 

Если f трансверсально, то Р есть подмногообразие в X, называ- 
емое расслоенным произведением семейства многообразий X, над 


$ (по отношению к семейству f), и обозначаемое через II, X, 
ee 


(или, проще, например, через X, XsX, когда / = {1, 2}). Для 
всякой точки x = (x,) из Р касательное пространство T, ([1$5Х;) 
есть подпространство в ПТ, x; (A, ), образованное такими касатель- 
ными векторами # = (1), что Ts, (f;).{; не зависит от индекса i. 
Если fy: А, > У — субмерсия и fa: À — У — морфизм, то 
пара (71, fo) трансверсальна. | | 


5.11.3. (Свойство универсальности расслоенных произведений.) Пусть 
f = (f;)ies — трансверсальное семейство морфизмов f,: ХХ, - 5, 
и пусть Р — расслоенное произведение многообразий Х; над δ; 
для всякого i Е / обозначим через x, морфизм из Р в Χ,, получен- 
ный. ограничением на Р проекции многообразия X Ha X,; тогда 
рол; есть морфизм из Р в 5, не зависящий от i. Пусть Τ᾽ — много- 
образие и g;: T— Х, — такие морфизмы многообразий, что 


[Πο 2; есть морфизм из T BS, не зависящий от i € /; тогда суще- 


ствует один и только один такой морфизм hu3 TBP, что g = " oh 
для каждого i Е Г. 


5.11.4. (Ассоциативность расслоенного произведения.) Пусть f = 
= (f)ier — конечное семейство морфизмов многообразий, fi X; > 
-- 5, и пусть (Ja)aea — разбиение множества /. Предположим, 
что для каждого.^ из Л семейство fi =(f))ies, трансверсально, и 


обозначим через Pa, расслоенное произведение этого семейства; 
для всякой точки X = (X,)ic и из Р» элемент f, (X) BS не зависит 


oT i € Гл и обозначается через ux (X); тогда ил есть морфизм из Р»в5. 


Для того чтобы семейство и = (ил) было трансверсально, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы таким было семейство f. Каноническая 


биекция из П II Χ, на ПХ, дает тогда при rn πον. 
ACA СЕЛ) $1 


- физм расслоенного произведения IP, Ha расслоенное произве- 
MEA ! 


дение {1«Χ, 
ie] 


5.11.5. Пусть $ — многообразие. Многообразием над $ называет- 
ся многообразие X, наделенное морфизмом À: X > S. Пусть 
(X, ^)—многообразие над S u fi 5'—5—такой морфизм многообра- 


M - Per en — =. 
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зий, что пара (|, A) грансверсальна. Обозначим тогда через /* (X) 
многообразие δ’ XsX, : наделенное морфизмом f* (A): δ’ Xs Χ-» 
— δ΄, определенным формулой f* (A) (s’, x) = s’. Говорят, что f* (X) 
получается из Х заменой базы $ на δ΄, следуя f. Если A — субмер- 
сия (соотв. иммерсия, субиммерсия, этальный морфизм), таков же и 


FA). 


5.11.6. Пусть fi X - Y — морфизм многообразий и W — под- 
многообразие в У; пусть ἱ — каноническая инъекция из W в У. 


Говорят, что f трансверсален к W в точке x € pe (W), если пара 
(7, i) трансверсальна в точке (x, } (x)) из X x W. Для этого Heo6xo- 
димо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

(i) касательное пространство Ти») (У) есть сумма пространства 
Tx) (И) и образа отображения Т, (7): 

(ii) прообраз Τ, (f) (Tun (W)) касательного пространства K 
W в точке [ (x) допускает топологическое дополнение. 

Говорят, что | трансверсален к W, если он трансверсален к № 


в каждой точке из Fr (W). 

Для того чтобы морфизм f из X в У был субмерсией, достаточно, 
чтобы он был трансверсален к каждой точке из У, и необходимо, 
чтобы он был трансверсален ко всякому подмногообразию многооб- 
разия У. Для того чтобы конечное семейство морфизмов | Х, — 5 
было трансверсально, необходимо и достаточно, чтобы морфизм g 


из if xX, 8 S ‚ определенный формулой g ((χἠιε} = (Ϊ, (x,))ies, был 


κότας к диагонали в 3'. 


5.11.7. Предположим, что морфизм fi X - У трансверсален к под- 
многообразию W многообразия У. Тогда f” (W) есть подмногообра- 
sue в X, и для точки x из г" (№) подпространство в Т, (Х), каса- 
тельное к Г” (№), есть прообраз подпространства Тин») (№) 
относительно 7, (Г). Линейное отображение Т, (f) определяет при 
переходе к фактору изоморфизм топологических векторных про- 
странств — пространства, трансверсального к Г (№) 8 x, на про- 
странство, трансверсальное KW B y =f (x). Если коразмерность 
подмногообразия W равна 4 в точке у из У, то подмногообразие 
| ΕΞ (W) многообразия Х имеет коразмерность d во всякой точке 
из ΕΤ (19). Наконец, отображение x „=> (x, [ (х)) есть изоморфизм 
многообразий из f” (№) на en произведение X Ху И. 


5.11.8. Пусть у, и У, — два подмногообразия многообразия X, 
и пусть у — инъекция из У, в X. Говорят; что Y, и У, трансвер- 
сальны, если пара (и, te) трансверсальна;} к этому же сводится 


x > 7 « 2 5 : * 
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предположение что для всякой точки X из У, | У. суммой подпро- 
странств Г, (У,) и Т, (Y,) пространства 7, (X) является T, (X), 
а их пересечение допускает топологическое дополнение в T, (X 
При этих условиях У, [| Ya есть подмногообразие в X, и для каж- 
ΛΟΓΟ x из У, fl У, 


Г. (У, ῃ Y,) =T,Y)NT, V2) 
если, кроме Toro, У’, имеет в x коразмерность 4, TO У, ῃ У. имеет 
коразмерность а; + ἀρ вх. 


5.11.9. Пусть [u g — два морфизма maqtooObaans Х в многообразие У. 
Если морфизм (|, 8): X — У x У трансверсален к диагонали в 
Y x Y, то подмножество М в X, образованное такими точками X, 
что / (x) = ο (x), есть подмногообразие в Х; оно называется ядром 


двойной стрелки 
iy LADY. 


5.12. Групповые многообразия 


5.12.1. Пусть @ — группа. Структура многообразия на G называется 
согласованной со структурой группы на С, если отображение (X, и) +> 
te ху из G X С в Сесть морфизм. Отображение X +» x! есть тогда 
морфизм группы С в себя. Множество G, наделенное его групповой 
структурой и его структурой многообразия, называется групповым 


многообразием («класса С’», если нужно уточнить) или группой 
Ли. Если г = ®, говорят также об аналитической группе. Ecru. 
К = В (соотв. С, Q,), говорят также о вещественной (соотв. комп- 
лексной, р- -адической) группе Ли. Всякое групповое многообразие 
чистое. Гомоморфизмом групповых. многообразий (или просто гомо- 
морфизмом) называется всякое отображение одного группового мно- 
гообразия в другое, являющееся одновременно гомоморфизмом 
групп и морфизмом многообразий. 

Если 0 — групповое многообразие, TO топологическая струк- 
тура, лежащая ниже структуры многообразия на G, превращает G 
в полную метризуемую топологическую группу} пространство G 
локально компактно, если К локально компактно и С конечномерно. 


5.12.2. Примеры 


(i) Если У — банахово пространство, то каноническая структу- 
ра многообразия на У согласована с его структурой коммутативной 
группы. 

(1) Пусть А — полная нормированная К-алгебра с единицей, 
и пусть A* — группа обратимых элементов из А. Это открытое в À 
подпространство, и структура многообразия на нем, индуцирован- 
ная канонической структурой многообразия на векторном К-про- 
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странстве А, согласована со структурой группы на A*. В частности, 
возьмем в качестве А алгебру & (Е) непрерывных эндоморфизмов 
банахова пространства Е (группа A* состоит из автоморфизмов 
топологического векторного пространства Е) и обозначим через 
GL (Е) определенное таким способом групповое многообразие. Ког- 
да А = M, (К), получаем структуру группового многообразия Ha 
GL (п, К). | | 

(iii) Если ΟἹ, ..., G, — групповые многообразия, то произведе- 
ние групп С = Gi Х ... X G, есть групповое многообразие, коль 
скоро оно наделено структурой многообразия, являющейся произ- 
ведением структур на ΟΙ. 


5.12.3. Пусть G — групповое многообразие, Н — топологическая 
группа, и пусть f: Н — С — непрерывный гомоморфизм, удовлетво- 
ряющий условию (ОК) из n° 5.8.1. Структура многообразия на Η, 
являющаяся обратным образом относительно f структуры многооб- 
разия на G, превращает Н в групповое многообразие. Это как раз 
применимов случае, когда Н есть подгруппа в Ц, являющаяся подмно- 
 гообразием (соотв. квазиподмногообразием); подобная подгруппа 
называется групповым подмногообразием (соотв. квазиподмногооб- 
разием) в G; она обязательно замкнута B G. | | 

Если H, (i = 1, ..., п) — групповое подмногообразие в G,, то 
H, X ... x H, есть групповое подмногообразие в Οι X ... X G,. 


5.12.4. Пусть G — групповое многообразие, и пусть H — группо- 
вое подмногообразие в G. Отношение эквивалентности X—ly € H 
регулярно, что позволяет наделить пространство С/Н левых клас- 
сов смежности хН структурой многообразия, называемой фактор- 
структурой структуры многообразия на G. Каноническое отобра- 
жение (5, x) +» g.x u3 G X (Ο/Η) в G/H есть морфизм. Имеем ана- 
логичные результаты для однородного пространства H/G правых 
классов смежности Нх. Если Н — нормальная подгруппа, струк: 
тура многообразия на множестве G/H согласована с его групповой. 
структурой. 


5.12.5. Пусть С — групповое многообразие, и пусть X — MHo- 
гообразие. Законом левого. действия группы G на многообразии Х 
называется всякий такой морфизм ($, xX) +» sx из G X À B À, что 


$ (tx) = (st) x, если $, [Е G, хЕХ, 
ex = x, если ΧΕ X (e — единичный элемент в G). 


Говорят также, что групповое многообразие С действует слева 
на Х; аналогично определяются законы правого действия. 

Пусть x € X, и пусть С, — стабилизатор. точки x в G. Пред- 
положим, что отображение Fre g. х есть субиммерсия (это пред- 
положение автоматически выполнено, если характеристика поля К 
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равна 0 и X конечномерно). Тогда G, есть групповое подмногообра- 
sue в G, и отображение из G/G, в x полученное из £ + g.x пере- 
ходом к фактору, есть иммерсия. Если к тому же орбита G. x точки 
х локально замкнута и если топология в С допускает счетный базис, 
то Ο.Χ есть подмногообразие в Х и отображение G/G,—G. x есть 
изоморфизм многообразий 


5.13. Ослабление структуры 


Во всем этом пункте буквы, $, г’, $’ обозначают либо целые числа 
> |, либо один из символов co и @. Предполагается, что К = В. 


5.13.1. Пусть г <s u X — многообразие класса С’. На топологи- 
ческом пространстве Х существует одна и только одна такая струк- 
тура многообразия класса С’, что всякая карта на X относительно 
данной структуры есть карта на Х относительно этой новой струк- 
туры. Пусть Χ, — полученное таким способом многообразие клас- 


са С”. Говорят, что оно получено из Х ослаблением структуры много- 
образия на Х или что его структура многообразия лежит ниже 
структуры многообразия на Х. Понятие ослабления транзитивно: 
если г’ < г, то X, = (X,),; оно перестановочно с произведениями: 
если У принадлежит классу С°, то (X xX У), = X, х У); анало- 
ГИЧНЫЙ результат имеет место для Х XsŸ в предположениях, 
указанных в п” 5.11.2. 


Пусть а € Χ, и пусть с — карта на À ва, это также карта нах, 


в а. Отсюда получаем (5.5.1) изоморфизмы 
0: Е + T, (X), GE = T, (X,), 


Г ‘ =] , 

откуда следует изоморфизм 6, ο 09; : T, (X) -» Τα (Х,). Этот изо- 
морфизм не зависит от выбора с; он позволяет отождествить каса- 
тельные пространствавак X UK X,. : 


5.13.2. Пусть X (соотв. X’) — многообразие класса С° (соотв. C*), 
и пусть г таково, что г < ini ($, s’). Говорят, что отображение [: 


X — X’ принадлежит классу С’, если оно есть морфизм из Х, в 
X: такое отображение принадлежит классу С” для всякого г' <r, 


Более Toro, касательное линейное отображение окна 
точке а € X совпадает с касательным линейным отображением К 


отображению f, рассматриваемому Kak морфизм из À, в Ar. 
Как правило, X и X, будут обозначаться одним символом; 


так, если À принадлежит классу С’, выражение «подмногообра- 
sue в X класса C’» (г < S) означает «подмногообразие в X,». 
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5.14. Сужение основного поля 


В этом пункте мы задаемся двумя коммутативными полными нор- 
мированными недискретными полями Ки L, атакже изоморфизмом σ 
нормированного поля К Ha подполе BL. Если Е — банахово про- 
странство над L, через 6, (Е) обозначается векторное пространство 
над К, полученное сужением поля скаляров (см. Αἰσ., chap. II, 

“ἐά., δ 8')); данная топология на E согласована со структурой век- 
торного К-пространства, и о, (Е) есть банахово пространство над К. 


5.14.1. Пусть X — аналитическое многообразие над L, и пусть с = 
= (U, φ, Е) — карта на X. Отображение ф есть биекция из U на 
открытое подмножество в 0, (Е), и тройка Co = (U, 9, 6, (E)) есть 
карта на X. На X существует одна и только одна структура анали-_ 
тического многообразия над К, относительно которой Co является 
картой для любой карты с. [.-аналитического многообразия X. Полу- 
ченное таким способом аналитическое многообразие над К 0603Ha- 
чается через Χο, и говорят, что Хо получается из À сужением поля 
скаляров (с L до К при помощи 0). Топологическое пространство, 
лежащее ниже многообразия Хо, TO же, что и лежащее ниже много- 
образия Х. 


9.14:2. Примеры Е 

(а) Берем К = В, L = С, ис — каноническая инъекция из Rec. 
Тем самым всякое комплексно-аналитическое многообразие канони- 
чески наделяется структурой вещественно-аналитического много- 
образия; эта вещественно-аналитическая структура сама определя- 
ет дифференцируемые структуры класса С’ для всякого г. 

(b) Берем К == С, L = С, 6 — сопряжение x +» x. Тем самым co 
всяким комплексно-аналитическим многообразием Х связывается 
комплексно-аналитическое многообразие Х, называемое сопряжен-. 
ным к X. Если | — комплекснозначная функция, определенная на 
открытом в X. подмножестве U, TO f аналитична относительно струк-. 
туры многообразия Х тогда и только тогда, когда сопряженная 
функция f аналитична ‘относительно структуры многообразия Х. 


‚Многообразия X и X определяют при сужении поля скаляров одно 
и то же вещественно-аналитическое многообразие. 


5.14.3. Пусть Х — аналитическое многообразие над К, У — ана- 
литическое многообразие над L. Отображение f: X > У называет- 
ся о-аналитическим, если оно является морфизмом из X в Yo. Если 
К © Г, причем о есть инъекция из K BL, и X — аналитическое MHO-- 
гообразие над L, то К-аналитическим отображением называется 
0-аналитическое отображение из Хо в У. 


= ΌΜ. также Алг., τη. И, $5.— Прим. перев. 
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5.14.4. Пусть У — банахово Г-пространство. Тогда Vo = 0, (ТУ): 
каноническая ‘структура аналитического многообразия над К на 
0, (И) получается из канонической структуры аналитического MHO- 
гообразия над L на V сужением поля скаляров. 


5.14.5. Пусть X — аналитическое многообразие над L, и пусть 
a € X. Пусть с — карта на X в а; тогда Ca есть карта на Xo ва, 
что влечет за собой изоморфизмы 

VE -+ 1. (4), ©, -- (Е) > T, (Χο), 


откуда получаем изоморфизмы 0,, оо, (0, γ᾽ из Oy (Γι (Х)) на 
T, (Xo); этот изоморфизм не зависит от выбора с; он позволяет 
‘отождествить Т, (Хо) с Oy (Т. (X)) и даже, если допустить воль- 
ность в записи, с T, (A). 

Если f есть [-аналитическое отображение многообразия Х в 
некоторое многообразие У, то касательное линейное отображение к 
Ё в а (f рассматривается при этом как морфизм из Хов Yo) равно 


0» (Ta (/)). 


5.14.6. Пусть X и У — два аналитических многообразия над Lu 
f:Xo — У есть о-аналитическое отображение. Предположим, что 
‘характеристика поля К равна 0. Тогда для того, чтобы f было ана- 
литично над [., необходимо и достаточно, чтобы для всякого а Ε Χ 
отображение т. (ἢ было Г-линейно. . 

Когда К = R, L = С (случай (а) в n° 5.14.2), имеем более точный 
результат: если X и У конечномерны и если [: À - У есть отобра- 
жение класса С", касательное отображение к которому в каждой 
точке a € X С-линейно, то } комплексно-аналитично. 


5.14.7. Пусть X — комплексно-аналитическое многообразие и g — 
en из X в себя, удовлетворяющее условиям 


(i) go g= Idx. 


(ii) τα £ есть изоморфизм аналитического многообра- 


зия Х на сопряженное многообразие X (5.14.2). 


Множество Χρ таких точек X € Х, что g (x) = x, есть замкнутое 
аналитическое подмногообразие вещественно-аналитического мно- 
гообразия, лежащего ниже X. Для x € X, имеем T, (X) = 
= T, (№) © IT, (Xo). 

Пусть U — связное открытое подмножество B À, и пусть [и 
g — два комплексно-аналитических отображения из И в отделимое 
локально выпуклое комплексное пространство или в отделимое 
комплексно-аналитическое многообразие. Если f и g совпадают на 
непустом подмножестве в U f) Xo, открытом в Χρ, το f = g 

Предположим, что X, паракомпактно. Если f — вещественно- 
аналитическое отображение из Xo в отделимое локально выпуклое 
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пространство или в отделимое комплексно-аналитическое многообра- 
зие, то существуют открытая окрестность U множества Χρ в Хи 
комплексно-аналитическое отображение из И в пространство зна- 
чений отображения f, продолжающее f. Два таких продолжения сов- 
падают в некоторой окрестности множества Ху в Хх. : 
Предположим, что X конечномерно. Для всякой точки a € À, 


существует такая система (комплексных) координат (1, ..., б в 
открытой окрестности И точки а, что 6 об=ё mal<i<hn; 
ограничение & координаты & на U Г] X, принимает тогда вещест- 


венные значения, и (EI, ..., ξ΄) есть система координат в точке а Ha 
вещественно-аналитическом многообразии Χρ. 


5.14.8. Для всякого паракомпактного вещественно-аналитического 
многообразия У существуют пара (X, g), состоящая из комплекс- 
но-аналитического многообразия Х и отображения из Х в себя, 
удовлетворяющего условиям (i) и (ii) из 5.14.7, и изоморфизм { из, 
У на Χρ. Говорят, что X (наделенное отображениями [и 2) есть 
комплексификация многообразия У. 


$ 6. Расслоения ') 


6.1. Расслоения 


6.1.1. Расслоением класса С’, или просто расслоением, называется 


тройка (X, В, π), где Ви X суть многообразия класса С’ил — мор- 
физм из Х в В, обладающий следующим свойством: 

_ (Е) Для всякого x Е В существуют открытая окрестность U 
точки X, многообразие F и такой изоморфизм ф из л-! (U) на И XF, 
что x (p—! (x, y)) = x для всякого ΧΕ Ци всякого y € F. 

Ecru A = (X, В, x) — расслоение, To X. называется простран- 
ством расслоения A, В — базой расслоения AH x — проекцией расслое- 
ния A. Отображение л есть субмерсия; в частности, л (Х) откры- 
то в В, и если Ю означает отношение эквивалентности в À, опре- 
деленное проекцией л, TO каноническое отображение из X/R в 
л (Х) есть изоморфизм. Для всякого x € В прообраз л-! (x) есть 
замкнутое подмногообразие в X, называемое слоем в точке х и обо- 
значаемое через X,. 


6.1.2. Примеры 

(а) Если В и Е — два многообразия, тройка (ВХ РЁ, В, pr.) 
есть расслоение, слои которого ee ee Ε. 
($) Если À = (X, В, Лил = (№ л’) — расслоения, то 


IX ΚΑ, Вх = 


есть расслоение; оно называется произведением расслоений À и A’, 
(c) Если À = (С, В, п) и № = (Х, В’, m’) — расслоения с 
одной и той же базой, то À Χαλ = (Х Xz Χ', В, x XB n') есть 


1) Определения и большая часть результатов $ 6 и 7 приложимы также к кате- 
гории топологических пространств; нужно тогда заменить слова «многообразия», 
«подмногообразия», «морфизмы» и «групповые многообразия» на «топологические 
пространства», «топологические подпространства», «непрерывные отображения» и 
«топологические группы». Исключение составляют результаты, относящиеся к 
иммерсиям, субмерсиям и регулярным отношениям эквивалентности, равно как и 
результаты из n°n 6.2.3 и 6.2.4 (a). 

Условимся также называть многообразием класса Οὔ (или топологическим 
многообразием) всякое топологическое пространство X со следующим свойством: 
для всякой точки ΧΕ X существует ее открытая окрестность, гомеоморфная OT- 
крытому подмножеству вещественного банахова пространства; термин «морфизм 
класса Cl» используется ‘как синоним термина «непрерывное отображение»; анало- 
гичные соглашения принимаются для сечений, расслоений, векторных расслоений 
BT д. 
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— 


‚ расслоение; оно называется произведением расслоений Nu dV над В 
или также расслоенным произведением расслоений À и À’. 


6.1.3. Пусть À = (Χ, В, лил’ = (Χ', В’, п’) — два расслоения. 
Морфизмом 8 À BA’ называется всякая пара (f, 2), ΕΙ — морфизм 
из BB B’ u g — такой морфизм из X в X’, что og =f ом. 
Когда В = B’ uf = Idzg, говорят, что д есть B- st ὅτ расслоения 
ABA; если g — изоморфизм из Х Ha X’, τορ-! есть В-морфизм 
из A’ BA, и говорят, что сесть В-изоморфизм из A на À’; для этого не- 
обходимо и достаточно, чтобы для всякого ΧΕ В отображение 


gt Х,- Xx, индуцированное морфизмом ©, было изоморфизмом. 


6.1.4. Расслоение (B x Ё, В, pr,) называется тривиальным рас- 
слоением с базой В и со слоем F. Изоморфизм расслоения A Ha три- 
виальное расслоение называется тривиализацией расслоения A, 


6.1.5. Пусть À = (X, В, п) — расслоениеи f: Β' -» В — морфизм. 
Пусть л’— канонический морфизм из B’ XgX в В’. Тройка 
(В’ЖвХ, B’, п’) есть расслоение, называемое обратным образом 
расслоения À относительно }, или расслоением, полученным из A 
заменой базы В на В’, следуя |, и обозначается через В’ Жв^, 
или через }*/. Если [означает каноническое `отображение из Β’ Χ. 
Xp À в À, TO пара (|, [) есть морфизм из Β' Χρ À BA; он обладает 
следующим свойством универсальности: если (f, 2) — морфизм рас- 
слоения A’ с базой В’ в расслоение A, то ἘΜ один и только 
один такой В’-морфизм φ:λ' — Β’ X8 À, что (f, g) = (Г) οφ. 
Когда В’ — подмногообразие в Ви f — каноническая инъекция 
из B’ в В, το B’ x 5 X отождествляется с подмногообразием π-ὶ (B’) 
в Хил’ — с ограничением проекции x на л-! (Β'); обратный образ 
расслоения À относительно f называется тогда расслоением над Β', 
индуцированным age À. | 


6.1.6. Если À = (X, В, п) — расслоение, морфическим сечением (или 
просто сечением) расслоения A называется всякий морфизм $: B— 
— X, такой, что nos = [dg. (В дальнейшем эта терминология обоб- 
_щается, и слову «сечение» придается более широкий смысл: см. на- 
‚чало $ 8.) 


6.2. Главные расслоения. 


6.2.1. Пусть В — многообразие и G — групповое многообразие, 
Главным расслоением с базой В и структурной группой Ц называется | 
четверка À = (P, С, В, п), где P — многообразие, на котором G 
действует справа по закону (X, в) == х.д (см. n° 5.12.5), и где л — 
морфизм из Р в В, причем выполняется следующая аксиома: 
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(5) Для всякого b € В существуют такие открытая окрест- 
ность U точки b и изомоофизм {: U X Ο-»π-ὶ (U), что 


п (Г (м, g) = ии (и, gg) =[(, 8). 8’, если и EU и gg eG. 


6.2.2. Пусть À = (P,G, В, x) — главное расслоение. Тройка (P, В, π) 
есть расслоение; имеем x (P) = В. Отношение эквивалентности 
_R 8 P, задаваемое проекцией x, совпадает с тем, которое определено 
действием группы G; его график есть не что иное, как произведение 
P ХвР (см. n° 5.11.2), это подмногообразие в Р X P. Отображе- 
ние (X, g) > (X, х. 8) есть изоморфизм из Р x Gua Р Xz P; отоб- 
ражение, сопоставляющее каждому (x, y) ЕР X8 P единствен- 
ный элемент g € С, такой, что y = X. а, есть морфизм из РХв PRG, 


Группа С действует на Р собственно и свободно (см. Общ.. 


mon., 1969, гл. III, 8 4). Если « € Риесли b = л (x), то отображе- 
ние gt > X. с есть изоморфизм многообразия Ц на слой в точке 6. 


6.2.3. Обратно, пусть @ — групповое многообразие и Р — ΜΗΟΓΟ- 
образие, на котором С действует справа так, что выполняются сле- 
дующие условия: 

(а) С действует na P собственно и свободно. 

(5) Ana всякого x € Р MORD £t+æX.£g есть иммерсия 
из авР. 

Тогда отношение эквивалентности в P, определенное группой G, 


регулярно; если обозначить через P/G фактормногообразие и через - 


л — каноническую проекцию из Р Ha P/G, то четверка (P, С, P/G, п) 
есть главное расслоение. 

Когда К имеет характеристику 0 и Р конечномерно, приведенное 
выше условие (b) есть следствие условия (a). 


6.2.4. Условия предыдущего пункта выполнены в двух следующих 


случаях: 

(а) Р — групповое многообразие и G — групповое подмногообра- 
sue, действующее Ha Р правыми сдвигами; базой полученного таким 
способом главного расслоения служит однородное пространство 
Ρ/Ω. 

(5) С — дискретная группа, действующая Ha Р собственно и 
свободно. Проекция n: P— P/G есть тогда этальный морфизм 
(n° 5.7.6). 


6.2.5. Примеры 
(а) Пусть В — многообразие, и пусть G — групповое многооб- 
разие. Заставим С действовать на В XG по закону (6, g).g" = 
= (b, gg’). Четверка (В ΧΟ, С, В, pr,) есть главное расслоение. 
(ο) Пусть À = (P, G, B,n)u À" = (Ρ’, G’, В’, n’) — два главных 
расслоения. Заставим G X С’ действовать Ha Р X P’ по формуле 


(x, x').(g, a’) = (x.8, х. 8’), KEP, х ЕР’, ВЕС, BEG. 
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Четверка À X A’ = (P X P’,G X G’, ВХ B',n X n’) есть главное 
расслоение; оно называется произведением расслоений Ли À’. 

(с) Пусть À = (Р, 0, В, π) ud’ = (P’, G’, В, π') — два главных 
расслоения с одной базой. Подмногообразие P Хв P’ B PX P° 
инвариантно относительно действия группы G X G’, и четверка 


А, XB = (Р XBP’,G x О’, В, п xs") 


есть главное расслоение; оно называется произведением расслоений 
Л и A над В или расслоенным произведенцем расслоений Ли №. 


6.3. Морфизмы главных расслоений 


6.3.1. Пусть À = (Р, Ο, В, π) u À’ = (P’, (', В’, x’) — два главных 
расслоения. Морфизмом 13 À в Л’ называется всякая тройка (f, φ, h), 
где f: P>P’uhB-B— морфизмы, ф: @ -» G’ — гомомор- 
физм групповых многообразий и me nd of =honun f(x.g)= 
=f (х).ф (5) для x ЕР, g ЕС. Отметим, что f определяет h; 
часто будем говорить, что (f, @), или даже просто f, есть морфизм. 
| Когда В = В’ и h = Id; (соотв. когда G=G и ф= Ide), 
такой морфизм называется В-морфизмом, согласованным с ф (соотв. 
С-морфизмом, согласованным с Ah). Морфизм, являющийся одновре- 
менно В-морфизмом и G-Mopa3MoM, называется Ц(-В-морфизмом 
(в этом случае также говорят просто о «морфизме», если не может 
быть путаницы). Всякий @-В-морфизм f: P— Р’ есть изоморфизм 


многообразия Р на многообразие P’, обратный изоморфизм f' есть 
_ (-В-морфизм: } есть (-В-изоморфизм из P на Р”. 

Два главных расслоения P и Р” с одной базой В и одной струк- 
турной группой С называются (-В-изоморфными (или просто изо- 
морфными), если существует (-В-изоморфизм из Р на Р”. 


6.3.2. Главное расслоение (В X С, G, pr,) называется тривиальным 
главным расслоением с базой В и структурной группой G. Изомор- 
физм главного расслоения A (Р, С, В, x) на тривиальное главное 
расслоение с базой В и структурной группой С называется три- 
виализацией расслоения A. Всякое сечение $ расслоения A определя- 
ет тривиализацию f, расслоения A по формуле 


— | 

5 (ὦ, g) =s(6).g для bEBugec. 
Получаем таким способом биекцию множества сечений расслоения À 
на множество тривиализаций расслоения À. Более Toro, если $ — 
сечение расслоения A, всякое сечение $ расслоения A единственным 


образом записывается в виде $ (5) = 5, (5). г (6), ner, В > G есть 
морфизм. 


6.3.3. Пусть À = (P, G, В, п) — главное расслоение, и пусть A: 
B’ + B— морфизм. Пусть π΄ (соотв. п’) — канонический морфизм 
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из Β’ Χρ PB B’ (соотв. в Р). Заставим G действовать на В’ XB Ρ 
по формуле | | | 
(b', x).g = (b”, x.g), (0, MEB ЖьР, geG. 


Четверка (B’ Xz P, G, В’, п’) есть главное расслоение, называемое 
обратным образом расслоения À относительно A и обозначаемое 
через B’ Χρλ или через Πλ, Отображение A’: В’ xg Р-Р 
есть G- -морфизм, согласованный с A; “OH обладает следующим 
свойством универсальности: если | —согласованный с # С-морфизм 
‘главного расслоения A’ с базой В” в расслоение À, существует 
один и только один такой С(-В’-изоморфизм К: λ' > `В’ X B À, что 
f=h' ok, 

Когда В’ — РН. в Вий — каноническая инъекция 
из: В’в В, В’ЖвР отождествляется с подмногообразием me. ' (B’) 
в P; оно называется главным расслоением над В’, индуцированным 
расслоением P, и обозначается через π᾿ ' (B’) или Р| В’. Всякая 
точка x € В обладает такой открытой окрестностью U, что P|U 
тривиально. ` 


6.4. Построение главных расслоений с помощью 
коциклов “ 


Пусть В — многообразие, G — групповое многообразие и U = 
= (ὔθιει — открытое покрытие многообразия В. 
6.4.1. Коциклом класса С’ на В со значениями в С, подчиненным 
покрытию U, называется семейство (01. ;)‹;. с/х, обладающее двумя 
следующими свойствами: . 

(1) для всякой пары (i, j) € / X / gi; есть отображение класса 
С’ из открытого в В подмножества И; N И, ΒΩ; 

(2) для всякой тройки (1, |, k) € δ имеем 


Sie (x) == δι) (X). Bin (X) для всякого x EU, A U; N δι. 
Говорят, что два таких коцикла (g;,;) и (σι) когомологичны, 


если существует семейство (A,)ier, в котором A, для всякого i € I 


есть отображение класса С” из U, BG, такое, что 
(3) gi (x) =A, (x = . Li; (4). h; (x) для всякого x СИ, ῃ Uj. 


6.4.2. Пусть A = (P, С, В, x) — главное расслоение. Зададимся для 
каждого i € | сечением $, расслоения À над U, (6.3.3). Для всякой 
пары (i, ἢ € 1? существует тогда один и только один такой морфизм 
δι из U, f) U; BG, что 


(4) . $1 (6) = $; (6). gi, (0) для. peaxoro-b € U, ПЧ, 


6.5 РАССЛОЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА FR 75 


Семейство отображений (g;,;) есть коцикл Ha В со значениями в С, 
подчиненный открытому покрытию ὦ. Говорят, что этот’ коцикл 
ассоциирован с объектом (A, U, (S;)ie1), и отображения Li; назы- 
ваются переходными функциями для этого объекта. 

nai € I пусть x +» (x (x), f, (X)) — тривиализация, определяе- 


мая сечением $; ‘расслоения AU, (6.3.2). Для χε nn (U,N U) 


(5) Κι (x) = gi, (м (х)) TR). 
6.4.3. Обратно, пусть g = (g;,;)) — коцикл на В со значениями BG, 
подчиненный покрытию W. Существуют тогда главное расслоение 


_ ^ = (Р, (С, В, x) и семейство сечений (S,)ieı расслоения A над U,, 
такое, что выполняется соотношение (4). Выполняется тогда и (5). 
Если, кроме того, (A, ($;)) удовлетворяет тем же условиям, суще- 
a один и только один такой (-В-изоморфизм | из A на A’, что 

= [о $; для всякого { € Г. Этот результат выражается словами: 
с oe до однозначно определенного изоморфизма (A, (5)) onpe- 
делено KOUUKAOM в. | 


6.4.4. Пусть À = (Р, С, В, п). ud’ = (P’, С, В, x’) — два главных 
ee Пусть (5) (соотв. (s;)) — семейство сечений расслоения 

À (соотв. A’) над множествами U,, и пусть с (соотв. ρ΄) — коцикл, 
| ассоциированный с (A, U, (s,)) (соотв. с (A, U, (5))). Для того чтобы 
расслоения À и № были G-B- -изоморфны, ‘необходимо и достаточно, 
чтобы коциклы g и ο’ были когомологичны. Точнее, для` всякого 
G-B- -изоморфизма f расслоения À на A’ существует одно и только одно. 
такое семейство (hier ΜΟΡΦΗΒΜΟΒ множеств U, в G, что выпол- 
няется соотношение (3) и что {о ($: (х)) = $, (х). A, (x) для всякого 
ie I u всякого x € U,; таким способом получается биекция 
множества G-B-n3oMophn3MoB из À на А’ на множество семейств 
(h,)ieı, удовлетворяющих условию (3). 


6.4.5. Вернемся к обозначениям из 6.4.2, и пусть V = (Va)aca — 
открытое покрытие, более тонкое, чем открытое покрытие WL. Пусть 
т: A— | — такое отображение, что Ve C Ица для всякого & & 
| ЕЗА. Пусть Rey ограничение Ha Vo сечения So) H δ΄ 

= (σα в) — коцикл, подчиненный открытому покрытию T°, ассоции- 
рованный с (A, 9, (Sq). Переходная функция Los есть тогда огра- 
ничение на Ve f Ya’ переходной функции ба), кв). 


6.5. Расслоенкые пространства, ассоциированные 
с главным расслоением. 


6.5.1. Пусть А = (Р, С, В, x) — главное расслоение. Пусть F — 


многообразие, на котором группа С действует слева; через (5, y) > 
+> с. y обозначается закон действия группы С Ha F. Группа G 


f 
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_ действует справа на P X F по формуле (x, А. в = (х. в, σ᾽. β; 
отношение эквивалентности в Р X F, определенное группой С, 
регулярно; фактор Р X° Е = (Р x F)/G наделен структурой мно- 
гообразия. 

Пусть Е — многообразие. Г оворят, что Е наделено структурой 
расслоенного пространства, ассоциированного с À, со слоем типа Е, 
если задан морфизм о: PXF—+E, обладающий следующим свой- 
CTBOM: 

. (As) При x P, {Е РЁ, g Е G выполняется равенство 0 (x. g, 
gf) =o (x, f), и отображение о: Р ΧΩ Е- Е, полученное из ϱ 
переходом к фактору, есть изоморфизм многообразий. 

То же самое можно выразить, сказав, что (P Χ РЁ, С, E, 6) есть 


главное расслоение. Отображение р (или иногда отображение ϱ) 
называется реперным отображением для Е и обозначается через 
(x, f) н-х. Ё имеем 


(x.g).f=x.(g.f) ana XEP, geGufer. 


Задание À и F определяет E с точностью до единственного H30- 
морфизма; в частности, можно взять в качестве Е само многообра- 
sue P x@ F; говорят, что это расслоенное пространство, ассоцииро- 
ванное с À, со слоем типа Е, и оно обозначается через À (F). 


6.5.2. Пусть Е — расслоенное пространство, ассоциированное с A, 
со слоем типа F. Существует единственный морфизм ЛЕ ИЗ EBB, 
такой, что ЛЕ (x . f) =л (x), если x ЕР, [Е F; тройка (Е, В, πε) 
есть расслоение; если Ви Е отделимы, то E отделимо. 
Пусть be Bu F,=n; (6); это замкнутое подмногообразие в 
Е. Если x Е Р таков, что л (x) = 6, то пусть 0,: Е > F, — οτοῦ- 
ражение, определенное формулой 0, (ἢ =x.  9το’ изоморфизм 
многообразий. Более того, для всякого g € G имеем 0,, = 
= 0, ° Og, где р, означает автоморфизм [--ᾳ. f многообразия F. Пред- 
положим, что Р наделено структурой 5 какого-либо рода Σ 
(cm. Теор. множ., гл. IV, 8 1, n° 4), и предположим, что $ инвари- 
антна относительно G; тогда на F, существует одна и только одна 
такая структура $, рода À, что отображения 0,: F— F, суть изо- 
морфизмы; она получается путем Пре $ при помощи одного из 
0, (loc. cit., n° 5). 
_ Если s— сечение расслоения Р над открытым в В подмноже- 
ством U, то отображение (6, f) >> $ (В). Ёесть изоморфизм из U Χ 


x F Ha лЕ (U). 
6.5.3. Примеры 
(а) НЫ A= (ВХ G, В, pr), Е = ВхЁ и пусть 
о: (BX G)x FE 
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— отображение (6, g, ἢ > (6, g. f). Получаем, таким образом, на 
В x Е структуру расслоенного пространства, ассоциированного с 
A, со слоем типа F, которая называется тривиальной. 

(0) Пусть À = (P, Ο, В, п) и № = (P’, G’, В’, п’) —два главных 
расслоения. Пусть F (соотв. F’) — многообразие, на котором С 
(соотв. G’) действует слева, и E (соотв. Ε΄) — расслоенное простран- 
ство, ассоциированное с À (соотв. с A’), со слоем типа F (соотв. F’). 
Группа С x G’ действует на Р x F’ по формуле (в, 8"). ($, f) = 
— (0. 5’. Г). Отображение (P X P’) X (Ех Р) > E X E’, яв- 
ляющееся произведением реперных отображений P X F>E и 
Ρ’ X F’ + Е’, наделяет Е X Е’ структурой ‘расслоенного простран- 
ства, ассоциированного c À X À’, со слоем muna F x F'. 

(с) В обозначениях из (b) и в предположении, что В’ = В, ана- 
логично определяем на E ΧΗ Ё’ структуру расслоенного простран- 
ства, ассоциированного ch X Bh’, со слоем типа Е x F'. 


6. 5. 4. В обозначениях n° 6.5.1 пусть й: В’ > B— морфизм, А’ = 
= В’ Хвли Е’ = В’ X8 E. Если Р’= В’ X8 P, определим отоб- 
ражение P’ x F -> Е’, положив (ψ’, x). f —(b", x. f); мы, таким 
образом, наделим Е” структурой расслоенного пространства, ас- 
социированного с Л’, со слоем типа Е; она называется обратным обра- 
зом данной структуры на E относительно A. 


6.5.5. Пусть. À = (Р, G, В, п) — главное расслоение и Ё (соотв. 
Е’) — расслоенное пространство, ассоциированное с À, со слоем типа 
Е (соотв. F’). Пусть и: F — Ρ' — морфизм, согласованный с дейст- 
вием группы С (т. е. такой, что u(g.f)—g.ut(f) для] € PF, 
g € G). Существует тогда один и только один такой морфизм и: Е — 
— Е’, что и (х.) =х.и( для хСР, [ С Ε. Если и — иммер- 
сия (соотв. субмерсия, субиммерсия), таков же и морфизм и. 

В частности, предположим, что групповое многообразие Н дей- 
ствует справа на F так, что g.(f. h)=(g.f).h для 5 Е С, fe 
ЕР, ПЕН. Всякий элемент h € H определяет тогда автомор- 
физм и, многообразия F, согласованный с действием группы G, 
а тем самым автоморфизм Uy расслоенного пространства Е; гр уппа Н 


действует справа Ha E по формуле (y, h) +» и, (y). 


6.5.6. Пусть À = (Р, С, В, π) — главное расслоение, и пусть E — 
расслоенное пространство, ассоциированное с A, со слоем типа Р. 
Пусть $: B— Е — сечение расслоения E. Для всякого x € P 
существует единственный элемент о (x) € F, такой, что $ (x (χ)) = 
=x. o(x). Определенное таким путем’ отображение о: P > 

_ является морфизмом многообразий и удовлетворяет тождеству 


(*) о (х. 6) = σ-'.ο(α). 


78 Е РАССЛОЕНИЯ | § 6 


Отображение Ste о есть ‘биекция множества сечений расслоения Ε 
на множество морфизмов из Рв F, удовлетворяющих тождеству (+). 


6.5.7. Пусть \=(P, а, В, п) и № = (Р’, а, В, п’) — два главных 
расслоения с одной базой В и ОДНОЙ структурной группой G. 
Структурной группой главного расслоения À Χαλ = (РхьР’, ах 
x G, B, (π, π')β) будет С х G. Заставим G X С действовать слева 
на С по формуле’ | 
GE). n=£. Lg, 

и пусть Е — расслоенное пространство, ассоциированное с λ Χαλ, 
со слоем типа С (наделенным законом действия, определенным вы- 
ше). Тогда сечения расслоения Е биективно соответствуют из0- 
морфизмам изР на Р’. Более точно, если $ — сечение расслоения Ε, 
отвечающее (см. n° 6.5.6) морфизму о: Ρ XB P’ + Ο, το существу- 
ΕΤ ae и только один такой (-В-изоморфизм f,: P— P’, что 
o(x, /, (x)) =e для всякого x € Р; отображение s+ /, есть биек- 
‘ция множества сечений расслоения Е на множество С-В-изоморфиз- 


мов из Р на P’.. 


6.6. Расширение и сужение структурной группы 


6.6.1. Пусть A= (P, С, В, π) — главное расслоение и ф — гомо- 
морфизм из GB групповое многообразие Н. Заставим G действовать 


слева на Н по формуле с. В =ф (8). №, и пусть P X° H —рас- 


слоенное пространство, ассоциированное с À, со слоем типа Н. 


Поскольку правые сдвиги в Н согласованы с действием группы С, 
группа Н действует справа на Р χ΄ H (см. n° 6.5.5); если ян 
означает проекцию из Ρ X°H на В, четверка (P X° H, Η, В, πη) 
есть главное расслоение, обозначаемое через ф (A); говорят, что оно 
получается из À при помо'ци гомоморфизма φ. 

Отображение f из Ps P X°H, сопоставляющее элементу x € P 
класс элемента (x, е), есть В-морфизм us Pe P X°H, согласованный 
сф (см. n° 6.3.1). Более того, если [есть В-морфизм из Р в главное 
расслоенное пространство Р” со структурной группой Η и если i 


согласован с @, TO существует единственный такой H-B- -изоморфизм 


биз Р X°H на P’, что f = 0 of. 


— 


6.6.2. Предположим, что A определено с помощью. открытого по- 
крытия 7° = (U,) многообразия В и коцикла (σι) (6.4.2). Тогда 
ф (A) может быть определено при помощи того же покрытия и ко- 
цикла (Ajj), где hi; = Фо Gij. 


6.6.3. Пусть F — многообразие, на котором группа Н действует 
слева; через (h, y) > h. у обозначается закон действия группы À 


x 
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на F. Группа С действует на F по формуле (g, y) =ф (0) . y. Пусть 
Е — расслоенное пространство, ассоциированное с ф (A), со слоем 
типа Р. Отображение (x, y) +» f (x). у из PX F BE (где отображе- 
ние f определено в n° 6.6.1) наделяет E структурой расслоенного 


пространства, ассоциированного с A, со слоем типа Р. В частности, 


(P x° H) x" F отождествляется с Ρ X°F. 


6.6.4. Предположим, что С — групповое подмногообразие в Н и 
что φ: G— Н — каноническая инъекция из G BH. Говорят TOr- 
да, что ф (A) получается = À расширением структурной группы 


00 Н. Морфизм [: P > P χ΄ Н из n° 6. 6.1 есть ON из Р 


на замкнутое подмногообразие в Px°H (равное Ρ X° H, если 
G = Н); этот изоморфизм ee с действием группы G (отме- 


тим, что С действует на Ρ x° H как подгруппа группы A). 


6.6.5. Предположим опять, что С — групповое подмногообразие 
в Л, и пусть u = (0, Н, В, x) — главное расслоение со структурной 
группой Н и базой В, а Е — расслоенное пространство, ассоцииро- 
ванное с u, со слоем типа H/G. Ecrn yp обозначает каноническую 
проекцию многообразия Н на H/G, положим ὃ (y) — y. y (6) для 
y € О (где через е обозначен единичный элемент в Н); получаем 


таким образом морфизм ὃ: Q — E, и четверка (0, С, Е, ὃ) есть 


главное расслоение. В частности, Q/G канонически отождествляется 
с Е, которое изоморфно Q x” H/G!). 

Пусть теперь 5: В —> Е — сечение расслоения Е и À, — обрат- 
ный образ относительно $ только что определенного расслоения 
(О, G, Е, ὃ). Это главное расслоение с базой В и структурной rpyn-- 
пой G, и его расширение до Н изоморфно и; всякое расслоение, обла- 
дающее этими свойствами, может быть получено таким способом 
с точностью до изоморфизма; два сечения $, и $, расслоения E опре- 
деляют изоморфные расслоения тогда и только тогда, когда они пре- 
образуются друг в ΠΡΌ некоторым Н-В- -автоморфизмом расслое- 
ния U. ᾿ 


6.7. Замены стр PRIE 


Структуры и действия, описанные в этом параграфе, согласова- 


ἘΠ с заменами структуры, описанными в Ππ' 5.13 и 5.14. 


a 


1) В топологическом случае (см. примечание Ha CTP. 70) необходимо npexnoro- — 
жить, что правые сдвиги элементами группы С превращают Н в главное рассло- © 
енное пространство со структурной группой С и базой Н/С;.то же самое можно вы- 
разить, сказав, что существует непустое открытое подмножество в Н/С, над кото- 


_ рым проекция H +» Н/С допускает непрерывное сечение. В категории многообра- 


зий аналогичное условие всегда выполнено (см. n° 6.2.4). 


$ 7. Векторные расслоения 


Во всем этом параграфе буквой В обозначается многообразие клас- 


са С’ ( > 1) и буквой М — множество, наделенное отображением 
л из М в В. Говорят, что В есть база для М, и для всякого b Е В 


через М, обозначается подмножество π =! (6) 8 M, называемое слоем 
множества М в 6. 


7.1. Определение векторных расслоений 


FAR Векторная карта на М есть тройка { = (U, φ, Ε), где U— 
открытое в В подмножество, Е — банахово пространство и ф — Ta- 


кая биекция изл (U) на U РЁ, чтол (φ-' (b, h)) = b для всяко- 
rob Е Ви всякого И Е F. Говорят, что U есть область определения ` 
векторной карты { и что { — векторная карта Ha M BO € В, если 
ος U. Для всякого b Е U через ¢, обозначается биекция из F на 


М», определяемая формулой h (D == φ-' (6, h) для ПЕР. 


7.1.2. Говорят, что две векторные карты ¢ = (Ц, φ, F) и Ё = (U’, 
ф’, Е’) на М являются С’-согласованными (или просто согласован- 


et если существует такое отображение À класса С’ многообра- 
sua U [] U’ в банахово пространство & (Е; Е’), что 


t, = ton (6) для всякого bE U ПИ’. 


7.1.3. Говорят, что некоторое множество векторных карт Ha М есть 
векторный С”-атлас (или просто векторный атлас) на М, если оно 
состоит из попарно С”-согласованных векторных карт, области опре- 
деления которых покрывают все В. Говорят, что два векторных атласа 
Ди πα M С’-эквивалентны (или эквивалентны), если Al) % так- 
же есть векторный атлас на М. Это отношение есть отношение 
эквивалентности. 


7.1.4. Структура векторного расслоения класса С” (с базой В) на М 
есть задание класса эквивалентных векторных атласов (Теор. множ,, 
гл. II, $6, n° 9). Векторная карта, принадлежащая векторному 
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_атласу этого класса, называется векторной картой на векторном 
расслоении М. 

Пусть М — векторное расслоение с базой В. Для всякого b € В 
на слое М, существует одна и только одна такая структура банахова 
пространства, что для всякой векторной карты # = (И, φ, F) BO. 
на векторном расслоении М отображение {ν есть изоморфизм из F 
на... 

Пусть с = (U, w, Е) — карта на многообразии В и [== (0, 9, 
Е) — векторная карта на векторном расслоении М стой же областью 


определения U. Jina x € m (U) положим 


͵ | a (κ) = (ф(л (9), в» (x). 
Тогда тройка (n (U), a, Ε Χ F) есть карта на множестве М. 
‚Ha М существует одна и только одна такая структура многообразия 
класса С” (говорят, что она лежит ниже М), для которой все полу- 
ченные таким способом карты суть карты на многообразии М. Трой- 
ка (М, В, x) есть тогда расслоение (6.1.1). 


7.1.5. Пусть F — банахово пространство. Положим М = ВХ PF, 
причем отображением служит проекция на первый сомножитель. 
На М существует одна и только одна структура векторного расслое- 
ния (с базой В), для которой (В, Idm, Р) есть векторная карта. 
Говорят, что В X F, наделенное этой структурой, есть триви- 
альное векторное расслоение с базой В и слоем F, и иногда обозна- 
чают его через Fg. Структура многообразия на Fg есть структура 
произведения многообразий, и для каждого b Е В отображение 
h —» (6, h) есть изоморфизм банаховых пространств из F на слой 
расслоения Γη в точке 6 € В. Через 0 часто обозначается тривиаль- 
ное векторное расслоение со слоем, сводящимся к 0. 


7.1.6. Пусть М — векторное расслоение с базой В. Для DE В 
рангом расслоения М, обозначаемым через rg, М, называется раз- 
мерность (конечная или равная --со) банахова пространства M,. 
Имеем dim, М = dim, В + го, М, где 6 =л (x). Функция Dre 
te rg, М локально постоянна. Говорят, что М имеет конечный 
ранг, если rg, М < --οο для всякого b Е В. 


Yu 


7.2. Морфизмы. векторных расслоений 


7.2.1. Пусть В и В’— два многообразия и Î — морфизм из Bs В’. 
Пусть М — векторное расслоение с базой В и М’ — векторное 
расслоение с базой В’. Говорят, что отображение g из М в М’ есть 
[-морфизм векторных расслоений, если выполнено следующее 
условие: | 
_ Для всякой точки b,€ В существуют такие векторная кар- 
та t=(U, φ, ἢ} на М 6 Ρον € векторная карта ἵ' =(U', φ', F’) на 


а 
TE у je aS 4 zi 5 4 к . à FER Е 
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М’ e f(b.) и отображение À класса С’ из О в 4 (Е; Е’), что 
F(U) EU" u что вой = Щуо^ (6) для всякого bEU, где в, — 
ограничение отображения g на М,. 

При этих предположениях © есть морфизм многообразий, и для 
всякого b 6 В он индуцирует непрерывное линейное отображение 


из Мьв My). Векторным рангом морфизма g в b Е В, обозначае- 
мым через Tg, (5), называется Bat (конечный или равный + co) 
линейного отображения Ορ. 

Обратно, если г > со или если М имеет конечный ранг, то 
-морфизм расслоения (М, В, п) в расслоение (M’, B’, п’), индуци- 
рующий на каждом слое М, линейное отображение из M, B Myo) 
(для всякого 6 € В), есть {-морфизм векторных расслоений. 


7.2.2. Пусть дополнительно f’ — морфизм H3 B’ Β многообразие 
В”. Если g есть f-mopdu3m из М ΒΜ’ и если g’ есть f” -морфизм из М’ 
в векторное расслоение М” с базой В", то отображение σ΄ o g AB- 


| ляется (о f)-Mophusmom из М Β М". Имеем (ρ' ο 5), = бов, 
для всякого b из В. 


7.2.3. Пусть М и М’ — два векторных расслоения с одной базой В. 
Будем называть В-морфизмом или просто морфизмом из M в ΛΙ’ 
всякий Idg-mopdu3m. Композиция двух морфизмов есть морфизм. 

Пусть g — морфизм векторного расслоения М в векторное pac-. 
слоение М’; если g биективен, он есть изоморфизм многообразия 


ont 
М на многообразие ΛΜ’, обратное отображение g является MOP- 
физмом BEETOPHORO расслоения М’ в векторное расслоение М и име- 


ем (σ᾽), = 25 ' для всякого 6 из В. Отображение g есть тогда изо- 
морфизм векторных расслоений. 
Rn 
7.2.4. Пусть f — ΜΟΡΦΗΘΜ многообразия В’ в В, и пусть М — век- 
торное расслоение с базой В. Положим М” = В’ Хв М и обозна- 
чим через л’ (соотв. 9) ограничение на М’ проекции из В’Х М на 
В’ (соотв. М). На М’ существует одна и только одна. структура век- 
торного расслоения с базой В’ (относительно л’), при которой g есть 
{-морфизм. Говорят, что М’ есть векторное расслоение с базой B, 
являющееся обратчым образом расслоения М относительно {и 
обозначаемое через /* М; {-морфизм g называется каноническим 
{-морфизмом из f*M в M. 

Структура многообразия на /*M есть структура расслоённого 
Rires многообразий В’и M над В (5.11.2); для всякого 

b € В’ отображение x +» (ὦ, x) есть изоморфизм банахова простран- 
ства Мхь) на банахово пространство (f* M),. 

Построение обратных образов векторных расслоений транзи- 
ΤΗΒΗΟ, 


tt 
Ca ως, 


RR 


Et А 
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Пусть Ν΄ — векторное расслоение с базой В’, и пусть h есть f-Mop- 
физм из № в M. Существует один и только ΟἈΜΗ такой tes 


h из N’ в М, ЧТО Й = бо h. 

Пусть М — векторное расслоение с базой В, и пусть U есть В-мор- 
физм из М в М. Существует один и только один такой В’-морфизм из 
[*N в РМ, обозначаемый через f*v, что диаграмма 


AN. FM 
а ey 


коммутативна. 


29. Пусть В’ есть подмногообразие в В и i— каноническая инъек- 
ция из В’ в В. Если М — векторное расслоение с базой В, το обрат- 
ный образ i* M называется векторным расслоением на В’ ‚ индуци- 
рованным расслоением М, и обозначается через М | В’. Если {= 
= (U, φ, F) — векторная карта на М, το (И ῃ В’, @ | nm’ (U N 
Г] В’), F) — векторная карта на М | В’. Канонический {-морфизм 
из М| Β’ Β En есть изоморфизм многообразий из М | В’ на подмного- 


образие x! (В’) в М. 


7.2.6. Пусть } — морфизм многообразия В” в В, и пусть М (соотв. 
М’) — векторное р с базой В (соотв. В’ ). Назовем f-Komop- 
физмом из M 8 М’ В’-морфизм из f*M в М’. Когда В = В’ и f= 
— Ids, задание Г-коморфизма из М в М’ эквивалентно заданию 
В-морфизма из Мв ΛΙ’. 

Пусть g — некоторый f-Komopbusm из М в М’. Для b Е В’ 
отображение gy. x g (b, x) us Mio в Mb есть an τατος JIH- 
нейное отображение. 

Пусть дополнительно ῥ' — морфизм многообразия В” в В’, И 
пусть À — некоторый [’-коморфизм из М’ в векторное расслоение 
М” с базой В”. Отображение h ο f*gusf* (*M)= (|) *M 8 М" 
есть тогда (f ο })-коморфизм из М в M”, обозначаемый через h og, 
Для 6 € В” имеем 


(По g), = ho Вр. 


7.3. Полилинейные морфизмы 


7.3.1. Пусть M,, .... Ма и М — векторные расслоения с базой 
В ии — отображение множества М, Χα ... Xp Ма в N. Говорят, 
что и есть полилинейный морфизм Ge что и 4-линеен), если вы- 
полнено следующее условие: 

Для всякого b,E В существуют такие EIER? OKpecm- 
ность U точки b, в В, векторные карты Ё = (U, φ', Е на М, 
(для 1<j<d)u '-ὦ φ, ες на Ν, а также отображение À 


Е ЕЕ" о nn, 
+ } } > : 
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класса С’ из И в банахово пространство & (F1, ..., Γ΄; Е) 


непрерывных 4-линейных отображений из FX... x Ε΄ в F, что 


(вол (6)) (Χι, ..., Ха) =U (bi (Χι), ..., th (Xa)) 


для всякого b Е U и всех x € F!, 

Всякий полилинейный морфизм и есть морфизм многообразий из 
расслоенного произведения M, Xp ... ΧΗ Ма в Nu индуцирует 
для всякого b € В непрерывное 4-линейное отображение и, из. 
(M), X ... X (M), 8 М. 

Если ᾗ — морфизм из В в многообразие В’, To по определению 
полилинейный морфизм из М, Xz... Xp М, в векторное расслое- 
‘ние М’ с базой В’ есть композиция полилинейного морфизма из 
M, Xe... Xa М, в №М’ и канонического {-морфизма из РМ’ 
в М". | 

Билинейный морфизм называется также спариванием. Для а = 1. 
линейный морфизм является морфизмом в смысле 7.2.1. Для а = 0 
rest морфизм отождествляется с сечением we, N 
7.4) 


7.3.2. Расслоением на алгебры с базой В называется векторное рас- 
слоение А с базой В, наделенное спариванием из А ХвА в А. 
Каждый слой А, наделен тогда структурой К-алгебры. Если для 
b € В алгебра A, имеет единичный элемент, обозначаемый через е,, 
то отображение D+ е, есть сечение расслоения А (7.4). Говорят, 
что расслоение на алгебры А локально тривиально, если для каж- 
дой точки by € В существуют такие векторная карта { = (U, ф, Е) 
на A в точке by и структура К-алгебры Ha = что ¢, есть изоморфизм 
алгебры E на алгебру A, для всякого b Е U 


7.3.3. Пусть А — расслоение с базой В на ассоциативные алгебры с 
единичным элементом. Расслоением на А-модули с базой В называ- 
ется векторное расслоение М с базой В, наделенное таким спарива- 
нием т: А Χρ М> М, что для всякого БЕ В отображение 
ть: A, X М, > М, определяет на слое М, структуру А,-модуля. 

Пусть М и М’ — два расслоения на А-модули. Назовем А-гомо- 
морфизмом из М в М’ всякий морфизм ϱ: М — М’ векторных рас- 
слоений с базой В, индуцирующий для любого b € В А,-линейное 


отображение из М, в М.. 

Предположим, yTo А локально тривиально. Говорят, что расслое- 
ние М на А-модули локально тривиально, если для всякой точки 
b, из В существуют такая же, как в 7.3.2, ‚ векторная карта ¢ = 
= (U, φ, E) на А вЪ, векторная карта # = (U, ф’, L) на М в b, 


и структура Б-модуля на L, такие, что для всякого bEU 4 явля- 
ется &-изоморфизмом А,-модуля M, на Е-модуль [.. 
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7.3.4. Пусть А — банахова алгебра над К (например, поле, снаб- 
женное структурой конечномерной К-алгебры). Тривиальное рас- 
‘слоение Ав есть тогда локально тривиальное расслоение на алгеб- 
ры. "Локально тривиальное расслоение М на Ав-модули называется 
также векторным расслоением над А (с базой В). Слои М, суть тог- 
да топологические А-модули. Назовем {-морфизм и из M в другое 
векторное расслоение над А А-линейным, если отображения и, 
являются А-линейными для всякого b € В. … 


7.4. Сечения 


7.4.1. Пусть М — векторное расслоение -c базой В. Для всякого 
открытого в В подмножества U через m (И) обозначается множе- 
ство сечений класса С” расслоения М над U, т. е. таких морфизмов 
5 класса С’из И в M, что $ (6) € М, для всякого b € U. Это мно- 


жество наделяется структурой модуля над кольцом С” (И) морфи- 
ческих функций с помощью правил 


(1) ($-+$’) (ὦ) = 6() $ (ὦ), 
(2) (ф.5) (5) = φ (ὁ). $ (ὔ) 


для $, $ us Py (U) ифиз С’ (U). Когда открытое множество U ме- 


няется, получаем пучок y отображений из В в М (см. n° 5.4.1), 
называемый пучком сечений расслоения М. 


7.4.2. Пусть M,, ..., M, Ἡ М — векторные расслоения с базой Ви 
и — полилинейный морфизм из M, Xz... Хв Мав №. Для 1< 
< | < 4 зададимся сечением 5; расслоения М; над открытым в B 
подмножеством U; определим сечение U ($1, ..., Sg) расслоения N 
над U формулой . 


Else, su = u ..., 5,(b)) для bEU. 


Отображение (51, .... 50) += и ($, ..., Sq) является 6’ (U)-no- 
лилинейным. Оно обозначается иногда через AF (u). 


7.4.3. Пусть f— морфизм многообразия В” в В, и пусть М — век- 
торное расслоение с базой В. Для всякого открытого в В подмно- 


жества U и всякого $ € Fu (И) отображение x+ (x, $ (f (х))) 
есть сечение класса С” расслоения f* M над открытым множеством 
Γ᾽ (U), которое обозначается через f*s и называется обратным обра- 
зом сечения 5 относительно f. Отображение s —+ f*s из Pu (И) в 

Pam (fF (U) )) полулинейно по отношению к гомоморфизму g +> 


æ go (FFT (U)) из 6’ (U) BG’ (0). 
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Если, кроме того, N — векторное расслоение с базой B’ ug 
есть /-коморфизм из M в N, то через & (ο) обозначается иногда отоб- 


ражение $ -= бо f*s из Py (И) в Sy (Γ᾽ (U)). 


7.4.4. Пусть М — векторное расслоение с базой В, имеющее конеч- 


ный ранг. Репером расслоения М над открытым в В подмножеством 
U называется такая конечная последовательность (Ss), ..., $„) сече- 
ний расслоения М над U, что (οι (0), ..., $, (0)) есть базис векторного 
пространства M, для всякого b € В. “Последовательность KA 
.... S,) есть тогда базис G’(U)-monyaa Py (U). Если f— морфизм 
многообразия В” в В, то сечения f*s, образуют репер расслоения 


f*M над f (U). 


7.4.5. Пусть 2 — поле, наделенное структурой конечномерной 
К-алгебры, и пусть (М, В, x) — расслоение. Предположим, что на 
каждом слое М, задана структура конечномерного векторного про- 
странства над L. Тогда на М существует не более чем одна структура 
векторного расслоения над L с базой В, согласованная с отобра- 
жением л, структурой многообразия на М и векторными [.-струк- 
турами на слоях (7.3.4). Для того чтобы такая структура существо- 
вала, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее 
‘условие: 

(FV) Для всякого 6, € В существуют открытая окрестность U 
точки b, в В и такой изоморфизм многообразий φ us π᾿ '(U) на 
произзедение Ц ХЕ окрестности И u некоторого конечномерного век- 
торного пространства F над L, что для всякого b € U биекция q, 


из М, на Е, индуцированная изоморфизмом φ, есть μος: 


векторных пространств над полем L. 

Тройки (U, φ, F), удовлетворяющие условию (FV), являются 
‘тогда векторными картами на векторном расслоении М. 

Условие (ЕУ) эквивалентно условию 

(FV’) Для всякого b, € В существуют такие целое число пит 
сечений Si, ..., 5, расслоения М над открытой окрестностью U точ- 
ки by, что отображение 


(6, а, ..., а;) > as, (δ) +... На, (δ) 
есть. азоморфизм многообразия U x L" на многообразие x (U). 


7.4.6. Пусть Mi, ..., M, и М — векторные расслоения с базой В, 
причем M; имеют конечный ранг. Предположим, что для каждого 


открытого в В подмножества И задано такое С” (И)-полилинейное 
отображение фи из Sm, (U) Х... X Pu, (U) вм (U), что для 
У CU имеем 


фи (5, ..., 54) И | = Фи (И, ..., 54 1И). 
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Существует тогда один и только один такой полилинейный морфизм 
и из M, Χρ... Χρ М. BN, что qu (οι, ..., s,)(b) = и (sı(b), ..., s,(b)), 
каковы бы ни были сечения $, расслоений М; над открытым в В 
подмножеством U и точка БЕЦ. 


7.4.7. Пусть f— морфизм многообразия В’в В, и пусть М (со- 
ΟΤΒ. M} векторное расслоение с базой В (соотв. В’), имеющее 
конечный ранг. Предположим, что для каждого открытого в В под- 


множества U задано (С”’(И)-полулинейное отображение fu из 
SM — в Pu (f (U)), такое, что мя 


qu'(s) |" (V) = qv(s1V) 


для всякого открытого У © U, Тогда существует один и только. 
один такой {-коморфизм g из М в ΛΙ’, что qu ($) = & (0) (5) для вся- 


Koro $ € FH (U). 


* 7.4.8. Пусть Х — пучок модулей над пучком колец С’в. Говорят, 
что F локально свободен, если для каждого b Ε В существуют такие 
открытая окрестность И точки 6 и целое число п, что & | U _изомор- 
фен (как пучок Cy -модулей) пучку (GV). 

Если М — векторное расслоение конечного ранга с базой В, 
пучок fy локально свободен. Обратно, для всякого локально CBO- 
бодного пучка ¥ на В существуют векторное расслоение М и изо- 


морфизм пучков из fy на. Если М’ — другое векторное расслое- 
ние конечного ранга с базой В, то отображение gt & (2) есть 
биекция множества В-морфизмов из М в М’ на множество морфиз- 


мов пучков 6 в-модулей из Pu в Par. » 


7.5. Векторные подрасслоения, векторные фактор- 
расслоения, точные последовательности 


_ В этом пункте векторным расслоением называется векторное 
расслоение с базой В и морфизм анте расслоений является 
[в-морфизмом. 


7.5.1. Пусть М — векторное расслоение. Подмножество М’в М 
называется векторным подрасслоением в М, если для всякой точки 
b € В существуют векторная карта {= (U, φ, Е) на М B b u замк- 
нутое векторное подпространство F в Е, допускзющее топологи- 
ческое дополнение, такие, что 


ф(л—' Ὁ) ПМ’) =U x F. 


При этих условиях на М” существует одна и только одна структура 
векторного расслоения, для которой каноническая инъекция из M’ 


Е 
ER 
ker 


EI 
=F 
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в М есть морфизм. Для всякого b Е В слой My, расслоения М” есть 
замкнутое векторное подпространство М” ῃ М, в M,; М’ есть 
замкнутое подмногообразие в М и структура многообразия, лежа- 
щая ниже структуры векторного расслоения на М’, совпадает со 
структурой, индуцированной структурой многообразия на М. 


7.5.2. Пусть М’ — векторное подрасслоение в М. Обозначим через 
Ν x, у ; следующее отношение эквивалентности между точками 
x, ув М: «существует такой элемент bB В, чтохЕ M,, y € М, и 
x — y € Mo». Тогда Ю есть регулярное отношение эквивалентности 
на М (см. n° 5.9.7). На множестве M/R существует одна и только 
одна такая структура векторного расслоения, что каноническое 


_ отображение из М на M/R есть морфизм. Полученное таким обра- 


зом векторное расслоение обозначается через М/М' и называется 
фактором расслоения М по М’; для всякой точки b B В слой (MM ) 


есть топологическое векторное факторпространство М»„Мь, и 
структура многообразия Ha M/M’ есть el LES структуры 
BAREOOBHEEHR Ha M. 


7.5.8. Сохраним предположения из 7.5.2. Для всякой точки b, из В 
можно найти ее открытую окрестность U, банахово пространство F, 
являющееся прямой суммой двух замкнутых подпространств Ё’и 
Е”, и изоморфизм векторных расслоений ı из Ри на М | И со сле- 
дующими свойствами: 

(1) Ограничение ι΄ ор ı на U X F’ ‘ectb изоморфизм 
из Fy на М’ | 0. 

(11) Если p — каноническое отображение из М на М” = Μ/Μ' 
и если L” — ограничение изоморфизма ι на U X F", то отображе- 


ние 0 o L” есть изоморфизм из Ри на М" | (0. 


7.5.4. Если образ морфизма векторных расслоений g L + М co- 
держится в М”, этот морфизм есть морфизм векторных hr 
из LB M. τι 

Рассмотрим теперь морфизм векторных расслоений A: M +N 
и предположим, что для всякого b Е В ограничение морфизма A, 
на M, нулевое. Если р — канонический морфизм из М на М/М', 


то существует один и только один такой морфизм й из М/М' в М, 


что h = hoo, 


7.5.5. Пусть P и Q— два векторных расслоения.и g— морфизм 

из Рв Q; для всякой точки 6 из В обозначим через М, и [, соответ- 

ственно ядро и образ линейного отображения g,: P, > Q,. Поло- 

жим N= |) № и/ = „u [,. Говорят, что & — локально прямой 
БЕ В ЕВ | 


морфизм, если N — векторное подрасслоение в Ри Г — векторное 


Et Ne NS Be a M ea TR ᾷ; i pee = Wate Ts pe ae pees NT LATE TEE a Se LR il ns a DS Don ~ 
' г = γ΄ “ = т “7 € > Var 
es Σ Rés u & Е Е If 75 ' Lee } POLE 


в J 
nav es fy oe τμ ο, 


т» 
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подрасслоение в Q. Морфизм g определяет тогда при переходе к 
фактору изоморфизм из P/N на I. Говорят, что N есть ядро морфизма 
с, оно обозначается через Ker δ. Аналогично, подрасслоение [ 
‚ называется образом морфизма g и обозначается через Im σ. 

Если r > со, морфизм 5’ является локально прямым тогда и 
только тогда, когда g есть субиммерсия. Если Р имеет конечный 
ранг, то морфизм £ является локально прямым тогда и только тогда, 
когда его векторный ранг локально постоянен, или также тогда H © 
только тогда, когда g есть субиммерсия, 


7.5.6. Пусть М + MH М" — два морфизма векторных расслое- 
ний. Говорят, что последовательность (1, 8) локально прямая u точ- 
ная, если оба морфизма f и g локально прямые и Im} = Ker σ. 
Если g ° f = 0, то то D таких точек b € В, что последова- 


ἣν 
тельность Мь + М, + Ms прямая и точная (т. 6. Ker/, и Img, 
допускают топологические дополнения и Im f, = Ker g,), открыто 


и последовательность M | D >> y |D + М” | D локально пря- 
мая и точная. 

Аналогично определяются локально прямые точные последова- 
тельности произвольной длины. Допуская вольность речи, говорят 
иногда о прямой точной последовательности вместо локально пря- 
мой точной последовательности, 


7.5,7, Пусть 0 > М + M + М" 0— = последовательность мор- 
физмов векторных расслоений, Для того Обь эта последователь- 
ность была локально прямой и точной, необходимо и достаточно, 
чтобы } был изоморфизмом из М на векторное подрасслоение [ (М) 
в М’ и чтобы g определял при переходе к фактору изоморфизм век- 
_ торного факторрасслоения M'/f (M) на М". 


7.6. Векторные функторы 


В этом пункте и втрех последующих п°п° 7.7—7.9 буквой | 0603- 
начено конечное множество, являющееся объединением непересекаю-_ 
щихся подмножеств [+ и |. Через 7 = (У ле! (и аналогично 
через J’, 7", ...) обозначается семейство банаховых пространств, 
индексированное множеством /, Через Hom (7°, 7”) обозначается 


банахово пространство a ΦΥ; Νὴ x В £ (Vi; V) и через 


f = (f;) — элемент из Hoi (7, T'). Через Id T обозначается эле- 
мент (]ἀν)ιει из Hom (7°, 7°). Ana fe Hom (7, 7} ul Е Hom (7, 
7°") обозначим через f’ ο f элемент из Hom (7°, 9°”), компоненты KO- 
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торого задаются формулами 


A 


(foi), = fio f,, если t€ 14, 
(Рой, --}, ον если i € 1. 


7.6.1. Скажем, что задан векторный функтор (соотв. векторный 


функтор в конечной размерности) типа I u класса С’, если всякому 
семейству Yo == (Vieı банаховых пространств (соотв. банаховых 
пространств конечной размерности над К) поставлено в соответст- 
Bue банахово пространство т (71°) и всякому f Е Hom (7,7) — эле- 
мент т (СХ (τῷ); t(V’)), причем выполняются следующие 
условия: | 


(а) т(14у) = Iduv, и tof) = т(Р)от(й. 


_(Ъ) Отображение т: Hom (7°, 7) -» 4 (* (7); га ’)) принадлежит 


классу С’. Е 


7.6.2. Пусть M = (Ме! — семейство векторных расслоений с 


базой В. Для b € В положим M, = (Mhier. Пусть т — ΒΕΚΤΟΡ- 

ный функтор, и пусть т (AM) — множество, являющееся суммой 

множеств τ (M,) для БЕ В; na t (AL) существует одна и только 

одна структура векторного расслоения (с базой В относительно 

такого отображения x из т (AL) в В, что для всякого b Е В имеем 
т (M,) = {b}), обладающая следующим свойством: 

Пусть U — открытое в В подмножество, и для всякого i пусть 
f=, Pi, F.) — векторная карта на М’ с областью определения U; 
положим 5 = (F, )ier, и пусть p, — элемент из Hom (AL, 7), onpe- 
деленный формулой (p,), = (6) ' дляё Е li и ($); =t для i€ L; 
для xEn (U) положим tp (x) = (л (X), т (rx) (X)). Тогда тройка 
(U, ф, T(F)) есть векторная каота на векторном расслоении Tt (AZ). 

Наделенное этой структурой, т (AM) называется векторным рас- 
слоением, выведенным из семейства AL с помощью векторного функ- 
тора т. 


7.6.3. Пусть f— морфизм из В в многообразие В’. Пусть AL = 
= (М°) (соотв. Al’ = (Μ΄)) — семейство - векторных расслоений с 
базой В (соотв. В”), индексированное множеством /. Для всякого 
i€/, пусть g, есть {-морфизм из M' p M', и для всякого 
i€ |. пусть g; есть Be из М'вМ'. Положим g = (σ)ιει, 
и для b Е В пусть g, = ((Zi)o)ier (см. 7.2.1 и 7.2.6). Существует 
один и только один такой |-морфизм, обозначаемый через т (5), из 
τ (A) вт (M’), чтот (8), = т (gs) для всякого b € B. 

‚Если, в частности, M° = М", a в, — канонические морфизмы 
‚ИЛИ коморфизмы, то В-морфизм из t (M) в f*t (M’), определенный 


ΡΤ 
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морфизмом т (6) (7.2.4), есть изоморфизм: этот факт можно выразить, 
сказав, что т коммупшрует с обратными образами. 

В at пусть B’ — подмногообразие в В, и положим 
“| В’ --(Μ | В’), . Векторные расслоеният (A) | В’ ит (A | В’) 
тогда ee В’- -изоморфны. 


7.6.4. Пусть т, τ. ees, Ty — векторные функторы (типа / и класса 
С’). Скажем, что задан 4-линейный морфизм 0 из (т, ..., τη) вт, 
если всякому семейству 7° банаховых пространств, индексирован-_ 
ному множеством /, поставлено в соответствие непрерывное 4-ли- 
нейное отображение 07 из τι (7°) X … Хт, (7°) 8 t (7°), причем 


выполняется следующее условие: для всякого i ¢ Hom (7°, 7’) 


имеем 
t (f) оду == Орли ο (τι BER SSR (f)). 


Для а = 1 говорят просто о морфизме из τι BT. 
Пусть тогда A — семейство векторных пространств с базой 
В, индексированное множеством /. Существует один и только один 
такой 4-линейный В-морфизм 0 из т, (M) XB... Жвта (A) в 


TA), что (8 y), = 9 м, для всякого b € В. 
ες B обозначениях из 7. 6.3 
т (8) 08 y = 0 μμ’ о (т, (g). x... Х. Ty (6)). 


Если 4 = 1 и 0 есть изоморфизм (это означает, что 0 — изомор- 
физм для всякого семейства 7°), то 9 4, есть изоморфизм, 


7.6.5. Определения и результаты n°n° 7.6.2—7.6.4 распространяют- 
ся на случай векторных функторов в конечной размерности при 
условии, что все данные векторные расслоения имеют конечный 
ранг. 

Они также распространяются на следующий случай: пусть L— 
поле, наделенное структурой конечномерной. К-алгебры; берем в 
качестве т векторный функтор над L (т. е. функтор, удовлетворяю- 
щий предположениям 7.6.1, где К заменено на L) и рассматриваем 
только векторные расслоения над L в смысле 7.3.4, 


7.6.6. Скажем, что задан векторный функтор (соотв. векторный 
функтор в конечной размерности) для изоморфизмов, если всякому 
банахову пространству У (соотв. всякому конечномерному вектор- 
ному пространству над К) поставлено в соответствие банахово про- 
странство т (У) и всякому изоморфизму | из V Ha банахово про- 
странство V’ — изоморфизм τ (f) изт (У) нат (V’), причем выполня-- 
ется условие (а) из 7.6.1 и следующее условие> 


ag ee ee ee ae ON ες Е ария 
=. x 2 ‘ <. = a0 « 
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(6’) Отображение | > т (ῇ открытого в % (У; У’) подмножества, 
образованного изоморфизмами из У на V', ϐ & (x (У); т (У’)) принад- 


лежит классу С’. 

Определения и результаты предыдущих пунктов распространя- 
ются на случай векторных функторов для изоморфизмов (при этом 
I; = {1} ul_= ©), за исключением первого абзаца из n° 7.6.3. 


7.7. Прямые суммы, расслоения полилинейных отобра- 
жений, дуальное расслоение 


7.7.1. Предположим, что /_ = @. Определим векторный функтор 

σ, называемый функтором прямой суммы, полагая σ (7`) = © у, 
= 14 

u o(f) = Ф Fi Если A = (M')ieı — семейство векторных рас- 


слоений с Sacer B, To векторное расслоение с (Al) называется прямой 
суммой расслоений M' и обозначается через @ M'. Для всякого 


b = В слой в b расслоения Ф М' есть ρος сумма слоев pe 
(Е1 


слоений M' В δ. 
Пусть И — открытое в В подмножество, и пусть $; € #1 (U) 
(для ГЕ 1). Отображение b+» У 5; (6) является тогда сечением клас- 
‚tel 


са С’ расслоения М = © М‘, обозначаемым через 25 $, и отобра- 
tel 


жение (S S)ier > LS; есть изоморфизм G’ (И)-модулей из ® Pur (U) 


на Sy (И). 
Многообразие, лежащее ниже Ф М', отождествляется с рас 
tel 
слоенным произведением ПвМ. 


Через pr, обозначается морфизм векторных расслоений из Ὁ Μ' 


iel 
B Mi, который Ha каждом слое Θ M, есть {-я проекция. Ана- 
181 
JIOTHYHO определяем каноническую инъекцию j из Мв @ M! 
i€l 


Пусть [ — морфизм из В в MHOF OUD ASHE В”; пусть Н — второе 


конечное множество, и пусть N = (N")nen — семейство векторных 
расслоений с базой В’. Отображение ur ® (pf, oU o f;)(n,iyeHxs ECTb 


h 
биекция. множества [-морфизмов из ® м’ в ФМ на множество’ 
(ΕΙ ИЕН 


матриц (un, иренхь где Uni есть f-mopdu3m из М' в №. 
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Если J = {1, 2}, то последовательность 
0 M+ МЕ @ Λ΄. M0 


является точной. 

Обратно, пусть М — векторное расслоение ς базой В, и пусть 
ΛΙ’ — векторное подрасслоение в М. Предположим, что многообра- 
sue В паракомпактно и что выполняется одно из двух следующих 


условий: 
(1) x отлично от В или С; 
()K=R,r£ou многообразие В допускает разбиения еди- 


‘ницы класса С” (5.3.6). 


Тогда существует такое векторное подрасслоение М” в М, что 
М отождествляется с прямой суммой.М”’ @ М". 


7.7.2. Предположим, что [+ = {0} и что J_ = (1,2, ..., 4}. Опре- 
ae векторный функтор n, типа / и класса С”, положив Hy (77) = 
% (Vi, ..., Va Vo) и Na À) (и) = foo Wo (НХ... X fa) для UE 
= Na (VY). Если A = (M ‚)ieı — семейство векторных расслоений 
с базой В, то векторное’ расслоение n, (4{) обозначается через 
(Mj; ..., M5 M). 
Пусть u— полилинейный морфизм из М, XB... Хв M, B My. 
Отображение u: b> u, тогда будет сечением расслоения А 


‚ Ма; Mo), и отображение и re и биективно. 


7.7.3. Сохраним обозначения из 7.7.2 и предположим дополнитель- 
но, что 4 = 1. Векторное расслоение & (M,; Мо) называется тогда 
расслоением гомоморфизмов из М, в My. Его сечения соответствуют 
В-морфизмам из М, в М.. 

Если, кроме того, М, есть тривиальное расслоение Кв, то BeK- 
торное расслоение ῴ (M;; Кв) называется дуальным kK M= M, 
расслоением и обозначается через М’: слой (М’), есть пространство 
непрерывных линейных форм на слое М, расслоения М в точке 
b € В. 

Если $ (соотв. 1) — сечение расслоения М (соотв. М’) над откры- 
тым в В множеством U, то отображение bre (6, ($ (5), t (b))) 
есть обозначаемое через (5, _{) сечение тривиального расслоения 


Кв". 


7.8. Расслоения полилинейных знакопеременных 
отображений). 

7.8.1. Возьмем /+ = {0}, /_= {1}, и пусть 4 — целое чиело > 1, 
Мы определим векторный функтор αρ, указав В качестве αρ (J) κ 
банахово пространство непрерывных 4-линейных знакоперемен- 


‚ ЭЗКогда, М имеет конечный ранг, вместо М’ пишут M *. 
2) В n°n° 7.8.1 — 7.8.5 надо учесть ограничения, указанные в примечании | на 


стр. 94.— Прим. перев. 


94 3 ВЕКТОРНЫЕ РАССЛОЕНИЯ : : § 7 


ΗΡΙΧ ‚ отображений из Vi в И, и полагая αρ (f) (и) = Коио fi 
WA u E Oy 7 ) 1), Векторное расслоение a, ((M,, M,)) обозначается 


через Alt“ (ΛΠ; Мо) и называется векторным расслоением 4-ли- 
нейных знакопеременных отображений из M, в ΛΜ. 


Каноническая инъекция из А!“ (ΜΙ; M) 8 (М,, ..., Μι; Mo) 


есть морфизм векторных расслоений. Если М, имеет конечный ранг 


или если характеристика поля К pre 0, το Alt“ (ΛΙ; М) 


есть Векторное: te ЗЕ: вм, ΑΓ}: 
Имеем Alt! (Λι; Мо) = € (М,; M). Полагаем Alt’ (ΜΙ; Μὲ) = 
= М.. : 


Если  — сечение ?) расслоения Alt®(M,; ΛΙ) и если я, ... 

‚ Sy — сечения расслоения M,, то существует одно и только одно 
такое сечение расслоения М., обозначаемое через в ($1, ..., Sq), 
ΠΤΟ 3 | 


BIS... 10} = 040) (64D), ::;, 3: (b)) для всякого DE В. 


_ 7.8.2. Пусть ф — спаривание из N X_N’ BN" (см. n° 7.3.1); ana 


каждого ὦ имеем билинейное отображение ф, из N, X N, в Мь, 
определяющее (cm. Alg., chap. III, 3° éd., $ 10, n° 2) билинейное 
отображение us Alt*(M; N), x А! (М; N’), 8 Alt” (М; N'y. 
Совокупность этих билинейных отображений определяет спари- 
вание и из 

А" (М; N) x 3 Alt’ (М; №) 


в А" (М; №); если © и ®’ — соответственно сечения расслое- 
ний ΑΠ΄ (М; N) и АЕ (М; N’) над открытым множеством (/, то 


сечение u (ω, Θ΄) расслоения Alt“** (М; №) над U будет обозначать- 
ся через © /\o® и называется внешним произведением сечений 


OH Θ΄. 
Справедлива формула 


1) (ΘΛρω)ίδι,..., Sete) = 
= У fof (© (Soi), ..., Sa), Θ΄ (5σίσἠ-η» +++ + Sotd+e))), 
0 


1) В исправлении автора (Errata numero 14, р. 5) по поводу последней фразы го- 
ворится: «Мы не знаем, верно ли это утверждение. Однако, с одной стороны, оно 
справедливо, если характеристика поля К равна нулю или > 4; с другой стороны, 
те же формулы во er случаях определяют векторный функтор в конечной pas- 
мерности (7.6.1). В n°n° 7.8.1 — 7.8.5 надо предполагать, что К имеет характерис- 
тику нуль либо что ен векторные расслоения имеют `конечный' 
ранг».— Грим. перев. 

2) Читатель не должен спутать это употребление буквы ὦ с употреблением ее в 
смысле, указанном на CTP. 9—10. 
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1 г = 
где $, — сечения расслоения М над U и где Ес распро- 
_странено на такие перестановки о множества {1, 2, ..., d + е}, что 


(<... <o(d) uo <.. И 


7.8.3. Пусть М — векторное расслоение И A — расслоение на ал- 
гебры с базой В. Предположим, что слои А, расслоения А суть 
ассоциативные коммутативные алгебры с единицей, обозначаемой 
через e,. Для всякого открытого в В подмножества И через 09° (U) 
мы обозначаем G (И)-модуль, образованный сечениями расслоения 
А! (М; A), и через Q* (U) — прямую сумму модулей ©” (U) 
для d > 0, Умножения на каждом слое определяют спаривание из 
А Хв Ав -À, что задает (7.8.2) структуру градуированной алгебры 
на ©* (U), являющейся ассоциативной и косокоммутативной. 
Подалгебра 2° (U) есть алгебра сечений расслоения А. Элемент ὦ 
из QT (U) отождествляется с И-морфизмом из М | ИвА | U (7.7.3): 


если $ € PM (И), мы обозначим через (ὦ, s) сечение w (5) расслое- 
ния À (7,4,2). RER 5) £ Fu (И) и o; € 27 (U) (ann 1 <j < dj; 
тогда 

(2) (Si, +++ Sq) = det ((@,, 5) для O= 0, Л... Ло. 


\ 
\ 


7.8.4, Пусть d > 1. Существует спаривание i из M Χρ Alt‘ (М; A) 
в AI (М; A), ограничение которого. на каждый слой зада- 


ется правым внутренним произведением (см. Αἰσ., chap, Ш, 3° éd., 
$ 10, n° 6"), Если $ — сечение расслоения М над открытым множе-. 


ством U и если ω € 9" (U), то через i (5) ὦ обозначается сечение 
i (5, ©) расслоения ΑΡ (М; А) над Ц; полагаем i (5) © = 0 для 
w из 02° (U), | | 

Тем самым со всяким сечением $ расслоения М над U ассоцииру- 
ется эндоморфизм (”(И)-модуля Q* (U), При этом справедливы 
формулы 
(3) (6) 9) (δι, .«., Semi) = (8, S, ..., Sa) для © € QU), d>1, 
(4) i (5) οἰ (8) =0, 
6) i (5) ® = (о, 5) для © € 01 (0). 


(6) ἰ(ϑ). ( À w’) = о Ло’ +(— 1) © A i(s)o’ для © € QU). 
«Л... Лю) = - Хе ION NO À … Λῶρ. 


_ В последней а мет Ὁ, лежат в ®' (U), и знак 
показывает, что символ, над которым он стоит, должен быть опущен, 


1) См. также Алг., гл. Ill, § 8, n° 4.— Прим. перев. 
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Все описанные выше операции над сечениями полилинейны 
над кольцом С’ (И; К). 


7.8.5. Пусть L — банахова алгебра над К. Определения и резуль- 


таты ΠΠ’ 7.7. и 7.8 распространяются на случай Г[.-полилинейных - 


или знакопеременных [-полилинейных отображений. 


7.9. Тензорные произведения, тензорные пространства, 
внешняя алгебра. 


Обозначения из 7.6 сохраняются. Кроме того, через L обозначается 
коммутативное поле, наделенное структурой конечномерной К-ал- 
гебры, и векторным расслоением будет называться векторное рас- 
слоение над L с базой В, имеющее локально конечный ранг. 


7.9.1. Предположим, что [_ = @. Если 7° u J" — два семейства 


конечномерных векторных пространств над L, индексированных | 


множеством /, то через τ {7") обозначается тензорное произведение 
пространств V,, rue i € / (Alg., chap Il, 3° éd, 8 31), и, если fe 
Е Hom (9,9), полагаемт (f) = & f;. Этим определяется векторный 
функтор над L в конечной размерности, и если M = (Ме! — 
семейство векторных расслоений, то векторное расслоение τ (M) 
обозначается через © М; и называется тензорным произведением 
iel , 

(над L) расслоений M. 

Если s; — сечение расслоения М; над открытым в В подмноже- 
ством U (где i © Г), то отображение Dune ® $; (6) есть сечение рас- 


слоения © м, amie через © S;. Отображение (Sier > © $; 
[Е1 


полилинейно над кольцом С” (И; i). 


7.9.2. Канонические изоморфизмы, определенные в Α76., гл. Il, 
доставляют изоморфизмы векторных функторов. В силу 7.6.4 от- 


сюда возникают изоморфизмы векторных расслоений. Например, 


имеем канонические изоморфизмы 
(M, ® M) Q M, — (М, © М.) ® (М, ® M,), 


ΜΙ QM -»-«6(Μ]; М.) 
ит.д. 5 | 


7.9.3. Пусть М — векторное расслоение, и пусть / и J — два ко- 


Fa 
нечных непересекающихся множества. Тензорное расслоение Τ; (M) 


определяется как тензорное произведение © Λία, где Ма = 
GE Г] 


= М, если % € [1 и М. = М*, если a € J, где М* — дуальное к 


1) См. также Алг., приложение | к ra. П1.— Прим. перев. 
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М расслоение (cm. Alg., chap. III 3° éd, § 5, n° 6). Слой т (M), 
этого расслоения в точке b совпадает с тензорным пространством 
т. (M,), определенным в Alg., loc. cit, Когда I = {Тан РВ 

J={p+1,.., p + q}, вместо Ty (М) пишут Ту (М); получаем 


что 

Та (М) = Θ’ М) © (@° M). 
Задание полной упорядоченности на / и Ha J определяет канони- 
ческий изоморфизм из Ty (M) на T? (M). 


7.9.4. Если Г (соотв. J) есть объединение двух непересекающихся 
подмножеств Ι΄ и I” (соотв. J’ u J”), то T7 (M) канонически отож- 
дествляется с TOHSODEEIM произведением Ἔν (M) @Tr, (M). 
В частности, если $’ (соотв. 5") — сечение Bares Ty (M) 
(COOTB. Tr (M)), то тензорное произведение s’ & $’ отождествля- 
ется с сечением расслоения Т/ (M). 


1 


7.9.5. Дуальное κ Tj (M) расслоение отождествляется с т (М). 


7.9.6. Пусть ГЕ Ги j Е J. Для всякого b Е В и гомомор- 
физм свертывания индексов фи |]. Это гомоморфизм (c;),: T; (M,) > 
= Th (М,). ΡΕ гомоморфизмов (δ), μες мор- 


физм векторных расслоенных пространств 
. I—{t 
οἱ (М) > TIT} (M), 
называемый также свертыванием индексов Ги j. Аналогично опре- 
деляется свертывание индексов Ц, ..., i, из [ с индексами [ir ve [№ 
из J. | 


7.9.7. Пусть d — целое число > 0; ee и V’ — два конечно- 
мерных векторных пространства над Z и f € Homz (У, У’); ποπο- 


жим Ay (У) = Λ΄ (Хил, @ = Л“ (Π. Этим определяется вектор- 
ный функтор над Г, в конечной размерности, и если М — векторное 
Beene, то векторное расслоение A, (М) `обозначается через 


Be (М) и называется 4-й внешней αομε расслоения М (над Г). 
Каноническое отображение из @* Ув Λ΄ (У) определяет мор- 
Ὅμοια векторных ΦΥΗΚΤΟΡΟΒ, откуда возникает морфизм из Q“ M 


в Λ΄ (М), называемый каноническим. Этот морфизм сюръективен.. 
‘Канонические изоморфизмы пространства d- ROMANE зна- 


копеременных отображений ‘на пространство Λ΄ (У*) или на 
(Л“(У))* дают изоморфизмы, называемые каноническими, вектор- 


4 Н. Бурбаки 
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ного расслоения Alt“ (M: L) 4-полилинейных знакопеременных 
отображений` над, L на векторное расслоение Λ΄ (М*) или на 
(Λ΄ (М))*. | 
7.9.8. Положим теперь À (У) = Л (У) и ^( = Л (f); этим опять 
определяется векторный функтор над L в конечной размерности. 
Векторное расслоение À (М) обозначается через Л (M). Его слой 
\(M), в точке ВЕ В есть внешняя алгебра (над L) слоя М,. 
Векторное расслоение /\(M) есть локально тривиальное расслое- 
ние на алгебры. Ξ | 
Определения и свойства внутренних произведений, приведенные 
в Alg., chap. III, 3° éd., $ 101), немедленно распространяются Ha 
сечения векторных расслоений A (M) и A (М*) (см. также форму- 
лы (1) — (7) из n°n° 7.8.2—7.8.4). | 


7.9.9. Пусть М — векторное расслоение. Для всякого целого числа 


п пусть В„ — (открытое) множество таких точек b € В, что раз- 
мерность (Haz L) слоя М, равна п. Для bE В, положим М, = 


= Λ΄ (М,), и пусть N — множество, являющееся объединением 
множеств N, для 6 Е В. Ha М существует одна и только одна та- 
кая структура векторного расслоения, что очевидное отображение 
из N | В, 8 /\" (М) | В» есть изоморфизм для всякого п, Наделен- 
ное этой структурой векторное расслоение N, имеющее ранг один, 
обозначается через det (M). 


7.10. Векторные расслоения u главные расслоения 


7.10.1. Пусть F — банахово пространство. Говорят, что векторное 
расслоение М с базой В чистое типа F, если все слои М, расслое- 
ния M (для b € В) изоморфны (как банаховы пространства) про- 
странству Р. 


‚ Пусть М — чистое векторное расслоение типа F с базой B, 


и пусть Р — открытое подмногообразие векторного расслоения 
Æ (Ев; М), составленное из пар (6, и), где b Е В и где u есть изо- 
морфизм из Е, = Е на M,. Группа GL (F) автоморфизмов простран* 
ства F действует справа Ha P, если положить (6, и). в == (5, ue 
ορ) для (5, u) E Pu g Е GL (Е). Обозначим через πρ отображение 
(6, u) +» b из PB В. Четверка À = (P, GL (Ε), В, пр) (где GL (Ε) 
‚наделено своей канонической структурой группового многообразия 
(5.12.2)) есть главное расслоение (6.2.1); оно’ называется расслоением 
реперов расслоения М. Отображение ((b, и), h) + и (1) us РХЕ 
в М наделяет М структурой расслоения, ассоциированного с À, со 
слоем типа F (6.5.1). . 


| Когда F = К”, можно отождествить изоморфизм u из F на М, 
с базисом в M,, являющимся образом относительно и каноническо- 


1) См. также Aue,, гл. Ш, $ 8, n° 4.— Прим. перев, 


АИ Ludo 
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го базиса в К”. Расслоенное пространство реперов расслоения М 
отождествляется тогда с открытым подмногообразием в М Χρ... 
. X BM, образованным базисами (Eis ..., @,) различных слоев pac- 
слоения М.. | 
Пусть U — открытое в В подмножество, и пусть t = (U, φ, Е) — 
векторная карта на М с областью определения U, причем Е = F, 
Отображение b + (b, &,) есть тогда сечение расслоения P, обозначае- 


мое через {, и отображение 7+» { является биекцией множества век- 
торных карт на М вида (U, φ, F) на множество сечений расслоения 
Р над U. 


7.10.2. Обратно, пусть À = (0, G, В, ло) — главное расслоение, 
и пусть ф — гомоморфизм групповых многообразий из С в группу 
GL (F) автоморфизмов банахова пространства F. Заставим С дей- 
ствовать слева на F, положив g.h=gp(g)(h (EF, g € G). 
Пусть М — ассоциированное с A расслоенное пространство CO сло- 
ем типа F ир: Q Х F— М — его реперное отображение (6.5.1); 
Пусть л — отображение из М в В, определенное формулой 


л (р (9, h)) = πο (9) (ЕО и ВЕР). 


Пусть s — сечение расслоения Q над открытым в В подмножеством 
U; отображение 


$: (6, ἡ) => (s(b), ἡ) 


есть тогда биекция из U XF нал (U). На паре (М, п) существует 
одна и только одна структура ER расслоения с базой В, 


для которой тройки & = (U, $ , F) суть векторные карты (для 
всякого сечения $ расслоения Q). `Структура многообразия, лежа- 
щая ниже этой структуры, есть структура многообразия рассло- 
енного пространства, ассоциированного с À. 

Пусть 9 € Q; положим 6 = ло (9), и пусть и — изоморфизм из 
Е на M,, определенный формулой и (1) =o (4, A) (для περ) 
Отображение f: gt» (ὦ, и) есть В-морфизм главных .расслоений, 
согласованный с ф, из (0, G, В, πο) в расслоение реперов 


(P, GL (F), В, πρ) векторного расслоения М. 


7.10.3. Вновь примем обозначения из n° 7,6, Для всякого i € 1 


À; ἐπ (P;,G is #3 В, πὶ) 
--- главное расслоение с базой В, и предположим, что С, действует 
слева на банаховом пространстве У; при помощи гомоморфизма 
фи @, — GE (И). 
Пусть М; — расслоенное пространство, ассоциированное с A, 
слоем типа V,. Положим M = (M)icı u Ÿ = (Vihier, и пусть 


4* 


пусть 
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À — главное расслоение, являющееся произведением расслоений 
À, над В (6.2.5). Положим À == (Р, G, В, пр) cG=I1G,. | 


ΙΕ] 
Пусть теперь т — векторный функтор. Для g = (g;) € С пусть 
φ (8) — элемент из Hom (7`, 9°), определенный формулами 


ф (5); = $, (8), ecm ГЕ [.,, 


φ (8); = P; (2), если ГЕ /[-. 
Группа С действует тогда на τ (7) при помощи морфизма gt 
re» T (p (5)) из GB GL (τ (7)). 

Пусть, с другой стороны, x = (х;) — точка из PR пусть b — 
= np (x). Для каждого i отображение 0,„, определенное в n° 6.5.2, 
есть изоморфизм из V, Ha (Ма. Пусть. 9,. — элемент из 
Hom (7°, ((M,))ier), определенный формулами 


(0,); = 0%, если t€ /4, 
(9,); = 60;., если ie 1. 


Пусть о = отображение (x, h) +» (b, т (0,) (h)) из P X t (7°) в век- 
торное расслоениет (AM); отображение о наделяет τ (AL) структурой 
расслоенного пространства, ассоциированного с À, со слоем muna 
т (7°). 

Эти рассмотрения обобщаются на случай векторных функторов 
в конечной размерности или векторных. функторов над полем Г, 
наделенным структурой конечномерной К- -алгебры. 


7.11. Замена структ уры 


Структуры и операции, описанные в этом параграфе, согласу- 
ются с заменами структуры, описанными в nn 5,13 и 5,14, - 


8 8. Дифференциальное исчисление 
порядка 1 - 


Начиная с этого параграфа, мы следующим образом обобщаем 
терминологию, введенную в 6.1.6: Пусть A = (X, В, x) — расслое- 


ние (6.1.1) класса С”. Сечением расслоения À (или X, если это He по- 
влечет путаницы) над открытым в В подмножеством И мы называем 
отображение 5: И -> X, такое, что π ($ (x)) = x для всякого x Ех. 


Когда U открыто в В, мы говорим, что 8 есть сечение класса Οὗ (0 < 


< k< „, если, кроме того, 5 есть отображение класса Οὗ us И вх, 
В параграфах 6 u 7 слово «сечение» означало, таким образом, то, 


что мы с этого места называем сечением класса С”. 


asian cn’ 8.3, предполагается, ΠΤΟ 

либо К имеет характеристику 0, | 

_ либо рассматриваемые многообразия локально конечномерны. 

В этом последнем. случае выражения «банахово пространство», 

«векторное расслоение», «векторный функтор» означают соответст- 
венно «конечномерное векторное пространство», «векторное расслое- 
ние конечного ранга», «векторный функтор в конечной размерности с 
конечномерными значениями», 


8. I. Касательное расслоение _ 


8.1.1. Пусть г Е Ne и X есть К-+многообразие класса С’. Червь 
Т (Х) обозначается множество, являющееся объединением каса- 
тельных пространств T, (X) (5.5.1) ana x € X, An л—канониче- 
ское отображение из Τ (X) на X. Пусть с = (И, φ, Ε)-- карта 
на ln Х; для x€ Ц иёЁЕ Т, (Х) положим & (x, = 


— (x, 0; (f)), где отображение 0, определено в 5.5.1. Тройка 
с’ = (И, &, Е) есть векторная карта (7.1.1) Ha T (X) (наделенном 
отображением π: Т (Х) — X). На Т (X) существует одна и только 
одна структура векторного расслоения с базой X и класса C7, 
такая, что для всякой карты с на многообразии Х соответствующая 
векторная карта с’ есть Рана карта на Т (X) '). Множество | 


τὰ Когда К = Виг=1, Т(Х) есть топологическое векторное расслоение τ 
примечание в начале $ 6). 
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Т (Χ), наделенное этой структурой, называется касательным рас- 
слоением к Х. В частности, Т (Х) наделено структурой многообра- 


sua класса C’', и тройка `(Т (X), X, п) есть расслоение (7.1.4). 

Пусть U — открытое. подмножество банахова пространства E, 
и пусть i — каноническая инъекция из U в Е. Векторная карта 
с’ = (U, &,, Е), ассоциированная с картой с = (0, i, Е) на U, опре- 
деляет изоморфизм из T (U) на тривиальное расслоение Ey (7.1.5); 
эти два расслоения отождествляются с помощью этого изомор- 
физма. 

Если Х — чистое многообразие типа E (5.1.7), το T (X) есть чис- 
тое dire типа E Χ δ. | 


8.1.2. Пусть fi X — У — морфизм многообразий класса С’. Опре- 
делим {-морфизм T (ῇ: T (X) — Т (У) векторных расслоений класса. 
CT", полагая T (f) (x, ἢ = (f (x), T, (f) (0) для # Е Хи Е Е Т, (A). 

Если ах το Ῥί]-- Idrix}. Для р X> Yu g: Y=Z 
имеет место равенство Г 65 ἢ = Г (6) ο T He 


8.1.3. Пусть f: X > Y — ide многообразий класса Cot 
пусть f:T (X) — f* Τ (У) — единственный Х-морфизм, такой, что 
T(f—=gof, где g— канонический морфизм f*T (У) > Т (У) 


Для того чтобы f был иммерсией (соотв. субмерсией), необхо- 
Р 
димо и достаточно, чтобы последовательность 0 —T (X) > ЁТ (У) 


(соотв. T (X) ue [*T (У) — 0) была локально прямой точной’ по- 
‘следовательностью (7.5.6). Если f — иммерсия, то расслоение ко- 
ядер морфизма } называется нормальным или трансверсальным 
к f расслоением. Если ᾗ — субмерсия, то расслоение ядер морфизма 
{ называется расслоением, касательным к слоям морфизма } или 
относительным касательным расслоением многообразия Х над У, 
Его слой T,(X/Y) вх € X есть касательное пространство в X к 


подмногообразию = (f (x)) 8 À. Последовательность 
Γ{Π 
a OT „(X/Y) HT: (X) BE Tito (У) —0, 


где i — каноническая инъекция, точна. 

Для того чтобы f был этален, необходимо и достаточно, чтобы |’ 
был изоморфизмом, | 

Когда К имеет характеристику 0, для того чтобы f был субиммер- 
сией, необходимо и достаточно, чтобы } был локально прямым 
морфизмом. 


8.1.4. Пусть X, и X, — два многообразия. Тогда ТА, Хе 


=; =. (X) Фр>Т (X,), THe Pp, и р» суть канонические проекции 


Ех 


Е Е ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ : a... 


8.1.5, Пусть п — целое число > 0; касательное расслоение T (K") 


к К" отождествляется с тривиальным расслоением со слоем К” 
(8.1.1). Постоянные сечения, определенные элементами канониче- 


ского базиса в К", образуют репер в Т (K"). 

Если Х — многообразие и (ul, ..., и”) — система координат на 
X в открытом подмножестве U многообразия X (5.1.10), то предыду- 
щий репер определяет посредством переноса структуры репер рас- 
слоения T (X) Ha И; он называется касательным репером, опреде- 


ленным с помощью (u! ‚..,› 4"), и обозначается через (д/ди*, „,0/0uN) 
(см. 5.5.8). 


8.2. Векторные поля 


Пусть X — многообразие класса С’и И — открытое подмноже- 
ство в À. 


8.2.1. Сечение (не обязательно непрерывное, см. начало $ 8) ка- 


сательного расслоения 7 (X) ‘над И называется векторным по- 
лем на U, 


B22: Дуальное к T (X) расслоение Т’(Х) (7.7.3) называется ко- 


касательным расслоением многообразия Х. Его сечения называются 
ковекторными полями. Если f— функция класса C* на X (где 


1 < Е < Tr) co значениями в К, ее дифференциал df: x + d,f есть 


ковекторное поле класса ст Более общо, ‘если f— функция 
класса С" на Х (1 < k < r) co значениями в банаховом пространстве 


Е, ее А есть сечение класса. ΕΞ | расслоения & (ΤΩ. 
Χ). 


8.2.3. Пусть ЕЁ — векторное поле класса C’ на X uf € C (X; F)= 
функция класса С” со значениями в банаховом пространстве Р. 
Через (6, df), или О; (f), или еще Ё(1) обозначается функция 
x + d,f (Е (x)); это элемент из 6° (X; F). Если f фиксирована, 
то отображение €+» D; (ἢ является rés (Х)-линейным. Если 


D: (ἢ = 0 для всякой функции f класса С’ со значениями в банахо- 


ΒΟΜ re определенной в открытом подмножестве много- 
образия X, TO E = 0. 


Пусть Ε, "В G — банаховы пространства и (и, Wu. v— 


‘билинейное непрерывное отображение из Е ХР BG, Пусть fE 


ЕС (Х; E), ge G(X; Е uf. в ЕС’; 0) — их произведе- 
ние, Если Ё — векторное поле класса C’—' на X, то 


| De. 8) = Ds (f).g +. Di ©). 


ee А ey eR eh eR νεος κο ος, а я RR ae а о а RE 
A 4 oe ὦ Ἢ RATE ES N Ç 3. = tag” Е Ар р 1.8. 3e 
an 


104 N ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ПОРЯДКА 1 $ 8 


_ В частности, отображение De: G'(X) G’T'(X) есть диффе- 
рёнцирование алгебры G’(X) в С’(Х)-модуль — CT (X). 
8.2.4. Предположим, что Х локально конечномерно и что выполнено 
одно из двух следующих предположений: 

(i) г = co и À отделимо; 

(ii) r = офи X изоморфно открытому полидиску в К". 

Тогда для всякого дифференцирования D алгебры GC” (X) су- 


ществует одно и только одно векторное поле & класса С", такое, 
что D=D.:. 


8.25. Пусть (ul, ...,u”) — система координат на Хв U u — век- 
торное поле на U. Тогда i-a координата поля ξ B касательном репе- 
ре (8.1.5), определенном с помощью (μ᾿, ..., и”), есть D: (и’). Дру- 
гими словами, | 

> D: (u‘) . θ/ϑμ'. 


lsign 


8.2.6. Пусть ф: X —> У — морфизм многообразий класса С’, & — 
векторное поле на`Х и η — векторное -поле на У. Говорят, что & 
ф-связано с N, если для всякого x € X т (ф (х)) =Т, (9) (Е (x)). 
Предположим, что это так, и пусть 8 и ἡ принадлежат классу 


С”. Тогда для всякого банахова пространства Е диаграмма 


“OW; agree E) 
Dn De πος 
СЕ) 


где ф* (ῇ =f o φ, коммутативна. 

_ Когда ф`этален, для всякого векторного поля η на У существу- 
ет одно и только одно векторное поле на À, которое ф-связано с η; 
OHO обозначается Через p*n. 


8.2.7. Пусть ф: X — У — морфизм многообразий класса С”. Если 
« — ковекторное поле!) на У, то ковекторное поле p*@ на À 
определяется формулой 


(p'o) (x) = TAN) (XE X). 


Более. общо, пусть т — векторный функтор (7.6) класса С” 
типа (/+, /_), где [ = @ u l_ сводится к единственному элементу 
(такой функтор называется контравариантным). Если © — сече- 


1)Читатель не должен смешивать это употребление буквы ὦ с тем, которое 
указано в обозначениях и соглашениях. | 
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ние класса Ο΄ ' векторного расслоения т (T (У)) с базой У, то сече- 
ние ф*® расслоения т (Т (Х)) определяется формулой (p*w) (x) = 


= т (Т, (9) (@ (@ (x))) (x € Χ). 


8.3; Дифференциальные формы, внешнее ие № 
рование` 


Напомним, что в этом и в следующих пунктах предполагается, 
что либо К имеет характеристику 0, либо рассматриваемые много- 
образия локально конечномерны. τς 


RR Пусть X — многообразие класса С’и F — векторное рас- 
слоение класса Οὗ с базой Х, где R+1€Nxeuk+1 <r. Пусть 
р — целое число, > 0, и пусть Alt? (Т (X); F) — векторное рас- 
‘слоение класса С" р-линейных знакопеременных отображений. из 
Т (X)B F (7.8.1 и примечание | на стр. 94). Сечение этсго расслоения 
над открытым подмножеством И B X называется знакоперемен- 
ной дифференциальной формой (или просто дифференциальной фор- 
мой) на U степени р со значениями в Р. Те из сечений, которые при- 
надлежат классу С", образуют С" (И)-модуль, обозначаемый через 
‘ОР (И; Е). Если Е — банахово пространство, то вместо ΩΡ (U, Ех) 
пишут *QP (И; Е) и говорят о дифференциальных формах со 
значениями в Ё. В этих обозначениях иногда опускается К (соотв. В), 
если оно равно г — | (соотв. К). 

Дифференциальная форма степени 0 (соотв. 1) со скалярными 
значениями есть функция (соотв. ковекторное поле). 

Пусть 9: У — X — морфизм многообразий класса С”, и пусть 

Е "©? (X; Е). Существует тогда одна и только одна форма ф*® € 
€ "9? (У; p*F), такая, что 


(1) (Po), (Wr... , Up) = Oo (Ту (Ф) vi, ..., Ту(Ф). Up) 


для всякого y Е У и всякого семейства V,, ..., Up элементов из не N. 
Если U: Z—> у. морфизм многообразий класса С’, 
(Ὁ (pe tp)* @ = Y* (pra). 


Когда У есть подмногообразие в X и @ — каноническая инъек- 
ция, иногда пишут @|Y вместо ф*® и говорят, что ®|У индуци- 
рована на Y oo ©. 


8.3.2. Sirenen И результаты n° 7.8 применимы к дифферении- 
альным формам. В частности, спаривание векторных расслоений 


E ЖЕ Е порождает внешнее произведение (И: -F) Χ 
х or (И; Е") > "9? (U; Е), где p = p' + р"; его обозначают через 


п 
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(®’, о") +=’ A ©”. Прямая сумма всех “©? (0; К) для p>O наде- 


лена, таким образом, структурой ассоциативной и косокоммутатив- 


ной градуированной алгебры (Alg., chap. Ш, р. 53). 

Пусть Е — векторное поле Ha X и ὦ — дифференциальная форма 
Ha X степени р > | со значениями в векторном расслоении F; 
внутреннее произведение поля & и формы ὦ есть дифференциальная 
форма i (Е, ὦ) на X степени р — 1 со значениями в F, определенная 


формулой | 2 
(3) ER W405 ns Ve ET, Vu, ee, Ὅν η | 
для всякого x € X и всякого семейства Vj, ..., Up—1 элементов из 


T, (Х). Если © — дифференциальная форма степени 0, то полагаем | 


‘i, ὦ) =0. Вместо i (ἕξ, ©) пишут также i ()o или io. Когда Р = 


== Ах, данное выше определение совпадает с определением из 7.8.4. 
Пусть FxXxFFoF— спаривание векторных расслоений. Для 


o' Е "ОР (И; ΕἼ и о" Е "О (И; Е’) имем . 
(4) i€®)@' AAN, =(@®9') Ло’ + (- Ро Ло. 


8.3.3. Пусть {ul, ..., и") — система координат в открытом подмно- 


жестве U в X. Всякий элемент ὦ из "©? (И; F) единственным об- 
разом записывается в виде 


= > My À ‚ du” ^ «+. Л ἀμ», 


FLO 


* 


где Ая суть сечения "абс С" расслоения F над U; в этой 


формуле знак /\ относится к каноническому спариванию Kx X 
Хх Kx > Kx, а точка, обозначающая произведение, относится к 
каноническому спариванию F Хх Kx > F, 


8.3.4. Пусть р — целое число > 0 и r — элемент из Мк. Пусть E и 
Е — банаховы пространства, U — открытое подмножество BE и 


6 © "027 (И; F). Пусть веб’ (U; Alt? (Е; F)) — элемент, соответ- 
ствующий ο. Если x € U, то дифференциал «04 элемента & в точке 
x (5.5.6) лежит в & (Е; АНГ(Е; F)); если te E, то (а, cé) (t) € 
€ Alt’ (Е; F), wecau t,, ..., tp лежат в E, то (а, ο) (2). (by, “sea, 8) € Fe 


Существует один и только один элемент. 4% из (ИР), 
такой, что 


р Be 7" 
6) (9,6... te) = À (— 1) (Ga) (td bop .... bn .... 133, 
каковы бы ни были x € U μέ, bp BE, 


1) Знак ^ показывает, что символ, над которым он стоит, должен быть опущен 
(см. 7.8.4). 


ΝΑ 
ων 
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8.3.5. Пусть р — целое число" > 0 и г — элемент из Νίκ. Пусть X — 
многообразие класса С”, Е— банахово пространство и @€ 
С’? (X, Е). Существует одна и только одна дифференциальная форма 
ле” ΓΏΡΤΓ' (X, F), такая, что для всякой карты с = (U, φ, Е) 
выполнено следующее условие: если @, — такая дифференциальная 
форма на ф (U), что ® | U =ф* (w,), To имеем л; = dw,, где do, 

определена формулой (5) из 8.8.4. 

Дифференциальная форма л называется внешним дифференциа- 
лом формы ὦ; ее обозначают через dw. Она обладает следующими 
свойствами: 

(6) Если tp: У — X — морфизм многообразий класса ΟΤΙ и если 
ος ὨΓ(Χ; F), то 1* (do) = d (ф*о); в частности, а коммути- 
рует с операцией ограничения на подмногообразие. 

(7) Дляр = 0 отображение 4: ὩΩἳ (X; F) >” '©' (X; Е) совпада- 
ет с отображением, определенным в 8.2.2. 

(8) Еслиг > 2 иесли в Е 'Q” (X:F), то d (do) = 0). 

(9) Для всякого линейного непрерывного отображения и: F — F' 
банаховых пространств 4 (и (ω)) = u (а (w)), где w € '9’ (И; Е). 

(10) о ‚ всякого  билинейного непрерывного отображения 

x F" — F банаховых пространств 


46’ Ло”) = (da) À 6 + (— 1)" 0! À do" 
ana ©’ 7 ΏΡ(Χ; F')n wo” € or (X; Е”). 
8.3.6. Пусть (м, ...› И") — система координат на X в U, Пусть 
ω- À fa N. Ла 
— дифференциальная форма на U (где fi,..... ΕΕ С” (И; Е). Tarn 


(ΠΠ. 40 = УХ Ч. а, Adu" A... A due. 


<. ‘< 


8.3.7. Предположим, что К имеет характеристику нуль. Пусть 
CE (X; В — дифференциальная форма степени р 2» 1, такая, 
что do = 0. Для всякой точки x € X найдутся ее открытая окрест- 


ность И и дифференциальная форма n € Соя (И; Е), такие, что 
dx = = w на 0. 


7 


1) Если © С? (X; F) и если doe!gPt! (X; F), также имеем d (do) = 0, 
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8.4. Инфинитезимальные преобразования 


Пустьг € Nx u X — многообразие класса С”"". 


; 8.4.1. Пусть т -— векторный функтор для изоморфизмов (7.6.6) 


класса С’. Если E— банахово пространство, то через GL(E) 


обозначается открытое подмножество в  (Ε; Е), образованное ав- 


томорфизмами пространства Е. Через tg обозначается линейное 
отображение, касательное в единичном элементе Idz к морфизму 
τ: ΩΙ, (Ε) > GL (τ (E)); это линейное непрерывное отображение 


из & (Е; Е) в 6 (т (Е); т (E)). 


8.4.9. Пусть Ε — банахово пространство, и положим F = т (Ё). 
Пусть U открыто в Ε, Е — векторное поле на И класса С’, E: 


"U — Е — соответствующее отображение (получаемое при ото- 


ждествлении Т (И) c U X E 8.1.1) u Е U— F — отображение 
класса С’. Длях € U определим элемент (θε. f) (x) из F формулой 


(η. (Os « f) (x) = df (8 (x) — te (4,9 (F (0). 


(Заметим, что, с одной стороны, E (x) ЕБи АЛЕ (Е; Е), откуда 


df (Е (х)) ЕР, ас другой стороны, dE € LIE; Е), tz (4,5) € L(F; Ε) 


и [(® ЕР, откуда te (4,5) (f (2) ЕЕ.) 
Функция 09. xr» (Oz. f) (x) принадлежит классу СТВ, 


8.4.9; Обозначим через F векторное расслоение т (Т (Х)) (7.6.2 и. 
7.6.6). Пусть Е — векторное поле на X и } — сечение расслоения F, | 


причем оба принадлежат классу С’, Пусть x — точка в Х и c= 


---(ὖ, φ, Ε) — карта на Х в x, Пусть с’ = (U, ζ,, Е) — соответ- 


ствующая векторная карта на Т (X) (8.1.1) ит (ο) = (U, фт (E)) — 
соответствующая векторная карта на F (7.6.2). Положим x, = 
—ф (x); пусть & — отображение изф (И) BE, такое, что С, (ξ (и)) == 
= (и, & (ф (u))) и f, — отображение из ф (И) вт(Ё), такое, что 
vb. (f (u)) = (и, f. (Ф (u))) для всякого и € U. Обозначим через 
a, элемент (O¢,./,) (x) из т (Е), определенный в 8.4.2. Существует 
один и только один элемент а из F,, такой, что 1, (а) = (x, а.) 
для всякой карты с на X вх. Он обозначается через (Oz. η) (x) и 
зависит только от ростков поля E и сечения } в точке x (и даже лишь 
от их струй порядка 1 (12.1.2)). 

Отображение 9 .fixre (θε. (х) есть сечение класса CT 
расслоения Ё; оно К-билинейным образом зависит от пары (ξ, δ. 


8.4.4. Сохраним предыдущие предположения и соглашения. Су- 
ществует (7.6.4) один и только один морфизм векторных расслое- 


Eh FE I 


8.4 | ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ : τη 0S 


ний τ’ μα & (T (X); T x) Bg (F; Е), такой, что для всякого x € 
€ X ограничение морфизма т’ на слой EAEIN) Ты 
= £ (Т, (Х); Τι (X)) равно tx) (8.4.1). Если g— функция класса 
С’ на X со значениями в К, то 


θρε.[ = σθε.[ — τ’ (dg QE) (ἢ 


(в этой формуле сечение dg © ξ расслоения T’ (X) Q T (X) отожде- 
ствляется с сечением расслоения & (T (X); Т (X)); его образ τ’ (dg & 
© Е) есть сечение расслоения & (F; Р) и преобразует } в сечение рас- 

слоения Г). 


8.4.5. Asien, ] — открытое подмножество в К, содержащее 0, 
U открыто в X и ф— отображение класса С’ из | Χ И BX. Для 
(£, x) € I x U через e+, обозначим вектор (1, 0) Е КХ T, (X) = 
= Га.» (ГХ U). Для t€ I через y, обозначается отображение 
из U B X, определенное формулой φ, (x) = p (t, x) (x € U). Пред- 
полагается, что выполняются следующие три условия: 

а) Po есть каноническая инъекция из U BX; ' 

Ὁ) для всякого Ё € Т отображение ф, есть изоморфизм много- 
образий класса С’ из U на открытое подмножество в Х; 

‚ с) сечение ({, x) > Та» (@) (ex) расслоения p*T (X) принад- 

лежит классу С". 

Более того, полагаем 

d) Е(х) = То x) (Ф) (&o,x) для всякого KEU. 

Отображение Е; χε» Е (х) есть векторное поле класса С” на И. 
Его называют начальным (или исходным)’ полем для φ. 

Пусть т — векторный функтор для изоморфизмов класса С’; 
положим F =т(Т (X)), и пусть f — сечение класса С ‚расслоения. 
F над X ua x € Unt € J положим 9; f(x) = τί], (92. ) F (6, αγ); 
это элемент из F,. Отображение {++ q; f (x) из [в F, принадлежит. 
классу С”' для каждой точки x € U, и 


(2) _ if (χ))ε-ο = (0: .f) (x) для. всякой точки x € U. 


8.4.6. Если заданы векторное поле £ класса С” Ha x и точка Xp B 
X, TO существуют открытое подмножество J в К, содержащее 0, 
открытое подмножество U B X, содержащее Χρ, и отображение 
ф: 1 X И->Х класса С’, удовлетворяющие, условиям а), Ὁ), с) 
из 8.4.5 и такие, что начальное поле для ф есть сужение & | U поля LE 
на U, 


8.4.7. Пример. Пусть F— банахово пространство и р — целое 
- число > 0. Если У — банахово пространство, положим &, (= 
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= Alt’ (У; F); если и — изоморфизм из У на банахово простран- 

ство У”, обозначим через αρ (и) изоморфизм пространства a, (У) на 
a, (V’), полученный из и посредством переноса структуры. Тем 
самым получаем векторный функтор для изоморфизмов, обозначае- 
мый через a, (7.8.1 и примечание | на стр. 94). К нему можно приме- 
нить вышеизложенное; имеем 


αρ (T (X)) = Alt? (T (X); В). 


Сечения расслоения %, (T (X)) суть дифференциальные формы 
степени р на Х со значениями в Е; если ὦ — такая форма и & — 


векторное поле на X, оба — класса С”, TO 0 . ® есть дифференци- 


+ 
альная форма степени р на Х со значениями в Ри _ класса Ge 


Имеем | 
в 0;.0 — d(i (E) ω) + (94 
и, если г > 2, og 

(4) 0: . do = d(0¢. 0). 


Когда р = 0, функтор αρ есть постоянный векторный ΦΥΗΚΤΟΡ, 
определенный пространством F; расслоение αρ (Т (Χ)) отождеств- 
ляется с тривиальным расслоением Ех, и сечения этого расслоения 
отождествляются с функциями на X со значениями в F. Если E— 


векторное поле класса С’ на X иесли } € С” (X; Р), то 


(65) θε.[--(ξ.«}}--Ῥε (8.3.9) 


это элемент из 6 (X; F). 


8.4.8. Пусть т и т, — два векторных функтора для изоморфизмов. 
Морфизм векторных функторов A: τι — т определяет морфизм век- 
торных расслоений, обозначаемый по-прежнему через Ah, из 
τι (Т (Х)) B t (T (Х)) (7.6.4) и сопоставляет сечению f расслоения 
τι (Т (Х)) сечение h (ἢ расслоения т (T (X)). Если ЕЁ — векторное 


поле Ha X иесли [и Е принадлежат классу С’, то θε. h (ἢ =h (8. f). 


Более общо, пусть т, Ty, ..., т, — векторные функторы для 
изоморфизмов, и пусть A: (τι,..., 14) —т есть `4-линейный мор- 
физм (7.6.4). Пусть р Е Prix (X) (для i=1,..., а), и пусть 


E— векторное поле класса С’ на X. Имеем. 
©) θε.π(},.... fa) = М В, ..., fins, Oe «fis Petty 2e, fa). 
13134 
Например, если |-— сечение расслоения т (7 (X)) и 2! ox функ- 
ция на X со значениями в К, оба — класса С”, то 


(7) Os . (gf) = (θε. ϱ) | + 5 (9s. /). 


ΤΎΠΩΝ en 1 


ie ая бе SOLE! APD eae OP ee à 


: 
; 
: 

: 
3 
3 
7 

2 
\ 
к 
od 
à 
ag 
x 
: 
à 
à 
a 
κ 


a ae en meee ое. ας a ee 
Е EE a 
= Ss PESTE 2 gs ен 


8.5 КОММУТАТОР Е 111 


Если ©, и ©, — дифференциальные формы класса С” со значени- 
ями в банаховых пространствах F, и Р, соответственно, TO 


(8) Oz . (© À 0) = (9.1) Ло, +, Л (68 . @,), 

где внешнее произведение берется по отношению к билинейному 
непрерывному отображению из Fy, X F, в банахово пространст- 
BO F, | 


8.4.0, Пусть т — векторный функтор для изоморфизмов, контра- 
вариантный (8.2.7) класса С’, φ: X — У — морфизм многообра-. 


< ΜΗ ] 
зий класса С”"', Е (соотв. N) — векторное поле класса С’ Ha X 


(соотв. У), такие, что ἕξ ф-связано с η (8.2.6). Для всякого сечения f 


ο“ τ (T (Y)) класса С” 


P* (θη. = 9: . Pf. 


8.5. Коммутато р 


Пусть г € Мк и X — многообразие класса Ger 
Je . : 


8.5.1. Применим определения из п° 8.4, беря в качестве τ тождест- 
венный функтор: т (У) = V для всякого банахова пространства 
У ит (и) = u для всякого изоморфизма и банаховых пространств. 
Тогда т (T (X)) = Т (X). Если Е и η — два векторных поля класса _ 


С’ на X, полагаем 
(1) | [ξ, η] = θε.η; 


это векторное поле класса Ο΄' Ha Χ, именуемое коммутатором (или 
скобкой). полей Ё u N. 


- 8.5.2. Отображение (ξ, η) ++ [& η] К-билинейно и кососимметрично, 


Если f u © — функции класса С” на X со значениями в К, To | 


(2) (f§ ση] = fg [ξ, η] + (Deg) η — (gDaÿ) Е. 


8.5.3. Пусть Е — банахово пространство. В пространстве отобра- 
жений из CT (X, F) BG’! (Χ; Е) 
(3) Ол = В; 57η — Dao De. 

Если г > 2 и если € — третье векторное поле класса Ο΄ на X, 
ΤΟ 


(4) IE η], ζ] = (& In, ζ]] — [η [ξ, 1) 
или еще 
[ξ, In, Cl] + [η, [6, ЕП + [ζ, [ξ, nl] = 0. 


1) Формула (4) верна также, если предположить рые что векторные поля 
ξ, η, 5, LE, η], [η, ζ], [ζ, Е] все принадлежат классу Οἱ, | 
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N 
} 


Более общо, если r > 2 u если Es векторный Rene AA H30- 


морфизмов, TO 
(5) “Ors, η] == θὲ © — Ono Ot 
в пространстве отображений из Fr (X) в Pr” (X) (где F= 
--τ(Τ(χ)) 
Если г > со, то векторные поля класса CO на Х образуют 


К-алгебру Ли относительно операции коммутирования (Группы Ли, 
гл. 64 Ев. 2). 


8.5.4. Пусть Е — банахово пространство, U открыто BE, RS 2 
два векторных поля класса С” Ha U, отождествленные с элементами 
из С’ (И; Е). Их коммутатор задается формулой 


(6) _ 6 nl = Den — Dak. 


8.55. Путь ..., Е а координат на x в открытом 


подмножестве U. Пусть Е == ya = = ay 26 = ——— — два BeK- 

торных поля класса С’ на U. Положим [ξ, η] = 25; ST . Имеем 
‚ ды ; Oat 

(7 Cz G ------ὖ᾽--- | 

{ ) ISjsn Ou! Ou! 


8.5.6. Пусть φ: X + Ÿ — морфизм многообразий класса С”"', 
E M — два векторных поля на X, M1 и Ne — два векторных поля 


на У, оба — класса С”. Если & и & Фф-связаны с 1 и 1, соответст- 
венно, TO [ξι, &] ф-связано с ἴηι, ml. 


8.5.7. Пусть ὦ — дифференциальная форма степени р на X со зна- 


‘чениями в банаховом пространстве F и класса С”, и пусть ἕο, + 


., &) — векторные поля класса С’ на X, Имеем 
8) (θε,. ©) (Е, «e+ Ер) = Deo (Ei, τει Ep) — 
| — 20 ln ..., Lo Gib .... ἕο) 
u 


9 №... ἕ)- Σί- ἡ΄Ρεω(ξῳ ces ἕν ces ©) + 
+2t- Do ([ξι, Е, Be ..΄.-} Е, rs Е, 2 Ep). 


Если и η — векторные поля класса С”, To 
(10) _ θεο Г (и) — ἑ(η)5 θε = (IE, η]) | 
B пространстве отображений из ὩΡ (X; F) β΄ TOT (X; Р). 
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Πρη р = 1 формула (9) записывается так: 
(11) do (ξ, η) =D: (η, ©) — Dy (5, 6} — (TE η], ©). 


8.6. Поднятия 


Пусть r Е Nx, и пусть с: À — У — морфизм многообразий клас- 
ca СН. 


8.6.1. Поднятие морфизма g BT (У) есть отображение 1: Х-—Т (У), 
такое, что диаграмма 


коммутативна, где л обозначает каноническую проекцию много- 
образия Т (У) на У. Задание 1) эквивалентно заданию сечения век- 
торного расслоения 5*Т (У), являющегося обратным образом от- 
носительно g расслоения Т (У). 

Понятие поднятия обобщает понятие векторного поля (к KOTO- 
рому оно сводится, когда g = Idx). Важная часть определений и 
результатов, относящихся к θε и i (=), распространяется на подня- 
тия; мы ограничимся кратким указанием некоторых из них. | 


8.6.2. Пусть p: À — Т (У) — поднятие морфизма с: Χ-»Υ, и 
пусть © — дифференциальная форма степени р на У созначениями 
в векторном расслоении F с базой У; При р > 1 через ἱ ($, ὦ) 
или i (1) ©, или iy (©) обозначается дифференциальная форма Ha 
X степени р — 1 со значениями B g*F, такая, что 


(1) id, ©), (от, et Up—1) = Wg(x) (ф (x), Та (5) ’ CA =. 1 (g) 5 Vp—1) 
в всякого X € À и всякого семейства Vj, ..., Up—1 элементов из 
T, (Х). При р = 0 полагаем i (ψ, ὦ) = 0. Говорят, что i (ф, ὦ) есть 


внутреннее произведение pH ®; если tp и ® принадлежат классу PE 
TO же верно для À (Ÿ, ©). Пусть Е’ xy F" > Е — спаривание век- 


торных расслоений с базой У Дао ИР и фе 
EQ? (У; Е") справедлива формула | 


(2) iO’ Ло’) = (о) A gto" +(— 1 gto’ А Це". 


8.6.3. Примеры 


' а) Векторное поле на Х определяет поднятие Т (5) οξ морфизма 
gBT (Y) u 
(3) | . ИГ (g) 08) = e 
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Ὁ) Векторное поле n Ha У определяет поднятие 1° g морфизма 
св Т(У)и 
(4) Г (Поз) = 5" о (1). 
ce) Более общо, пусть h: У — Z — морфизм многообразий клас- 
са C’T', Если'ф — поднятие морфизма g в Е (У), то T (И) ο фесть 
поднятие морфизма h ο бвТ (2) и 
© UT) = Кром. 
Если ф — поднятие морфизма йвТ (2), тофовесть поднятие мор- 
физма h о gBT (2) и 
(6) | t(pog) = g* oi (9) 


8.6.4. (Инфичитезимальные преобразования.) Пусть ф — поднятие 


класса С’ морфизма g, и пусть © — дифференциальная форма сте- 
пени р на У со значениями в банаховом пространстве F и класса 


С’. Дифференциальная форма на Х 

(7) d (i ($) ὦ) + 1($) do | 
имеет степень ри принадлежит классу C'T'; она обозначается че- 
рез Oy . a. Ä 

> Если в функция класса С” на Х, то 


(8) --. 656.0 = df À i()) a + ]θφ.ω. 


8.6.5. (Характеризация 0%. © как производной.) Сохраним npexro- - 


ложения из 8.6.4. Пусть x Е Х. Существуют тогда открытая OK- 
рестность U точки X, открытая окрестность / элемента 0 в К и мор- 


физм G: 1x U — У класса С’, имеющие ‚следующие два свой- 
ства: 
a) Для всякого x € U имеем С (0, x) = g (x). 
Ὁ) Для. всякого x Е U образ касательного вектора (1, 0) OTHO- 
сительно Ти,» (G) равен тр (x). 


Предположим, что (U, J, G) удовлетворяет этим условиям; 
для всякого [Е / обозначим через G, отображение x» С (ft, x) 


из À в У; положим ὦ, = G; (wo). Для всякого x € Х отображение 
tre ὦ, (x) из [в Alt” (Τι (X), F) принадлежит классу С’, и его про- 
изводная в начале координат задается формулой 


(9) 2 @; (9)}e=0 = (y. ©) (0): 


8.7. Ослабление структуры 
В этом пункте предполагается, что К = В. 


8.7.1. Пусть X — многообразие класса С``и F — векторное рассло- 
ение πὰ Χ класса С", где 0 < k < 5, Если 0 < # < k, то на F су- 


cd TE RUE 
. a 
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‚ ществует одна и только одна структура Fr векторного расслоения 


с базой X и класса С", такая, что всякая векторная карта Ha F 
есть векторная карта на Fr. Говорят, что Fy получается из Ρ 
ослаблением структуры расслоения на Р. 


8.7.2. Пусть г € Ne, где г «ς 5, и пусть X, — многообразие класса 
С’, лежащее ниже X (5.13.1). Касательное расслоение T (X,) 
принадлежит классу C’—': это расслоение получается ослаблением 
SEAT De. из касательного  фасслоения T (X), принадлежащего 
классу С" 

Пусть Ε — векторное расслоение Ha X класса С", где 0 < k < 


Ρ 
< r— 1. Дифференциальные формы класса C Ha X со значениями 
в F канонически отождествляются с соответствующими 'дифферен-_ 


циальными формами на X,. Различные операции над этими форма- 


ми, описанные в оставшейся части этого параграфа, согласуются 
с этим отождествлением. 

В дальнейшем мы часто будем оставлять читателю заботу. 06 
уточнении результатов подобного рода. 


8.8. Почти комплексные U комплексные многообразия 


В этом пункте предполагается, что К = В, и через Х обозначается 
(вещественное) многообразие класса С”, rue r Е Nr. 


8.8.1. (Комплексные векторные расслоения.) Векторное расслоение 
над С с базой Х (7.3.4) называется также комплексным векторным 
расслоением с базой Х. Еели М — такое векторное расслоение, то 
комплексной векторной картой на М называется тройка (U, φ, 
Е), где U — открытое подмножество в À, Е — комплексное бана- 
хово пространство и ф — изоморфизм комплексных векторных рас- 
слоений из M | U на тривиальное расслоение Ey = U ХЕ. Се- 
мейство (U,, φ,, Е;) комплексных векторных карт на М, области 
определения И; которых покрывают Х, называется комплексным 
векторным атласом на М; всякое комплексное векторное расслое- 
ние обладает комплексным векторным атласом (7.3.3). 

Вместо «комплексный векторный» говорят иногда «С-векторный». 
Аналогичным образом, когда хотят сказать о векторном per 
над К, об обычной векторной карте на этом расслоении и т. д., 
ворят «вещественный векторный» или «К-векторный» вместо de 
торный». 

Пусть М — комплексное векторное расслоение с базой X. 
Существует один и только один автоморфизм | (вещественного) век- 
торного расслоения, лежащего ниже М (7.3.3), ограничение ко- 
торого на каждый слой является умножением на элемент ἱ из С; 
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квадрат автоморфизма | равен —1. Обратно, если М есть (веществен- 
ное) векторное расслоение с базой À и | — такой автоморфизм pac- 
слоения М, что =— 1, то на М существует единственная струк- 
тура комплексного векторного расслоения, допускающая М как 
нижележащее (вещественное) векторное расслоение и для которой 


J является УМЕНИЕМ Hai. 


8.8.2. (Komnnexcubukayua векторного ER Определим век- 


_ торный функтор т, полагая т (Е) = Ε © С для всякого (веществен- 


ного) банахова пространства E ит (и) = и © Idc для всякого мор- 
физма и: Е — Е’ (вещественных) банаховых пространств. 

Если F — векторное расслоение с базой X и класса С" (0 <Ё< 
<r), то результат преобразования его функтором т о5означается 
через F © С. На Р © С существует единственная структура KOM- 
плексного векторного расслоения с базой Х и класса С", согласо- 


ванная со структурой (вещественного) векторного расслоения и 
индуцирующая на`каждом слое (F @ С), = F, © С его канониче-. 


скую структуру комплексного банахова пространства (Esp. vect. 
top., chap. II, 8 8, n° 1, Exemple). Будучи наделено этой структурой, 
Е © С называется комплексификацией расслоения F. 

Пусть U — открытое подмножество в Х; каноническое отобра- 
жение 


Pr (U) 9C> Prec (U) 


является изоморфизмом, с помощью которого отождествляются эти 


k Е 

пространства. Если $ Е Prec (U), то элементы σ, τ из «Ре (0), 
такие, что $ = 0 + iT, называются вещественной и мнимой частя- 
ми элемента 5; сечение $ = о — it называется сопряженным K 5, 

В частности, сечение расслоения Т (X) © С называется комп- 
лексным векторным полем на Х. 

Пусть Н — комплексное векторное расслоение с базой Х. Ка- 
нонические изоморфизмы Alte (T, (X); Η) > Alté (Т, (Х) @ C; Н) 
определяют изоморфизм векторных расслоений, именуемый KAHOHH- 


ческим, из АНК (Т (X); Η) на Alte (T (X) & С; A) (7.8.5); с его πο- 


мощью мы отождествляем эти два расслоения. Пусть © — сечение _ 
этого расслоения, другими словами, дифференциальная форма CTE- 


пени р Ha X со значениями в Н, и пусть 6 — комплексное векторное 
поле с вещественной частью E и мнимой частью n. Полагаем тогда 
i (6, ὦ) = i€, ο) + Е. Ц, ὦ). 
Если Н — тривиальное расслоение, полагаем 
θε.ω--θε.ω--ἰθη.ω | 
Таким же образом на комплексные векторные поля распростра- 


няют по линейности операцию коммутирования. Формулы пре- 
дыдущих пунктов остаются справедливыми. 
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vu : FA 2 R 
8.8.3. Почти комплексной структурой класса C (Е < r— 1) 
на X называется задание на T (X) структуры комплексного вектор- 


ного расслоения класса C*, имеющей в качестве нижележащей веще- 
ственной структуры естественную структуру на T (X). Такая струк- 


тура эквивалентна заданию автоморфизма j класса С’ расслоения 
T (X), такого, vo = —1. 

Зададимся такой структурой. Продолжим | до С-автоморфизма 
_ расслоения T (X) & С. Существует одно и только одно разложение 
расслоения Т (Х) © С в прямую сумму комплексных подрасслое- 
НИЙ, 


(1) T (X) @C --Τ’ (X) @T" (X), 
такое, что | совпадает с умножением Ha ἱ в Т’(Х) и умножением 
на — гв 7” (X). Проектор р’ из T (X) ® С на T’ (X) равен + (1s 
— ij); проектор р” = 1 — р’ из Τ (Χ) © C на Т" (X) nangh 1( 4 
+ ij). Сквозные отображения 

nT (X)->T (X)@C—+T" (X), 

u's T(X STD QC LF" (X) 


суть В-изоморфизмы: первый преобразует | в умножение на i, BTO- 
рой — в умножение на —i, 


8.8.4. (Формы muna (р, 9).) Сохраним предположения и обозначения 
предыдущего пункта, Пусть F — комплексное векторное расслое- 
ние с базой À, пусть р и 4 — два целых числа 2:0 Ἡ η -ΞΡρ д, 
Пусть ὦ — дифференциальная форма степени п на открытом под- 
‘множестве U многообразия X со значениями Β' Ё; отождествим (8.8.2) 


Ὁ с сечением расслоения Alte (T (X) © С; Ε). Говорят, что ® имеет 
тип (р, 4), если для всякого x Е U 


0,9, ..., U,) =0 
как только р + | векторов v, принадлежат Т» (X) или 4 + 1 век- 
торов и; принадлежат T, (X). Если ore anTs AT, (A) @ C 


с прямой суммой пространств À Te (Χ) & Λ = (X) ana m’ + 
+ т’ =n (Alg., chap. III, p. 85) и ®, с С-линейной формой Ha 


Λ Г, (X), то, же условие: можно выразить, сказав, что @, обращается 


в нуль Ha Ат, (Х) ® A Ty (X) для (m’, т’) # (р, 9. 
>» Для всякой пары (р, 49) целых чисел > 0, где р а==п, суще- 
ствует одно и только одно такое комплексное векторное подрассло- 
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ение Alt”? (Τ(Χ); F) 8 Alt" (T (X); Р, что его сечения над открытым 
подмножеством U многообразия X суть дифференциальные формы 
- типа (р, 9) на И со значениями в расслоении F. Векторное расслое- 
ние Alt" (Т (X); F) есть прямая сумма векторных расслоений 
Alt”? (Т (Х); F) для р > 0, а> O0 u p + а==и. Всякая дифферен- 
циальная форма Ὁ степени n со значениями BF единственным обра- 
зом разлагается в сумму | | : 


ὦ — Σ Op,q5 


p+q=n 


где ®,.- форма типа (р, 9), называемая компонентой muna (р, 4) 


формы ὦ. Если © принадлежит классу С", где 0 < h < k, это же 
имеет место для ее компонент. 


Примеры. 
а) Дифференциальная форма степени п принадлежит THIY 
(п, 0) тогда и.только тогда, когда она С-полилинейна. 
Ὁ) Пусть F’, Ε΄ u Е — три комплексных векторных расслоения, 
и пусть F’ Xx Е” — Ресть С-билинейное спаривание. Если ®’ (соотв. 
©”) — дифференциальная форма типа (р’, 9’) (соотв. (p”, 4")) со 
значениями в Ё” (соотв. Е”), то дифференциальная форма ®’/\ ©” 
имеет тип (p’ + р”, 9’ +4"). an 
с) Предположим, что F есть комплексификация (веществен- 
ного) векторного расслоения (8.8.2). Если © — дифференциальная 
форма типа (р, 49) со значениями в F, то ее SERRES PRE форма ὦ 
(8.8.2) имеет тип (а, р). 


8.8.5. Кроме предыдущих предположений, предполагается, что 
k > 1. Тогда три следующих условия эквивалентны: 

(i) Для всякого U, открытого в X, и всякой пары (ξ, η) комп- 
лексных векторных полей на U класса С", таких, что E (x) ит (x) 
принадлежат Τ᾽, (X) для всякого x € U, имеет место включение 
[ξ, η] (x) € T, (X) для всякого x € U, 

(ii) Для всякого U, открытого в X, и всякой пары (ξ, η) (вещест- 
венных) векторных полей на И класса C* имеем 


[ξ, η] + UE, nl + ЛВ, nl — 1, М = 0. 


(iii) Для всякого U, открытого в X, и всякой комплексной диф- 


ференциальной формы ὦ на U типа (1, 0) и класса. С* компонента 


типа (0, 2) формы dw равна нулю. 


Предположим, что эти условия выполнены. Пусть ὦ — дифферен- 
циальная форма типа (р, 9) на открытом в À подмножестве U, при- 


надлежащая классу С", где | <h<k, со значениями в комплекс- 
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ном банаховом пространстве F. Через d’w (соотв. d’w) обозначается 
компонента типа (p + 1, 9) (соотв. (р, а + 1))-формы da: другие 
компоненты формы dw тогда равны нулю и 
(2) do = d'o + d'a. 
Если k > 2, το > 
(3) d’ (d'w) =0, а" (d’w) =0, d(d’o) +d (do) =0. 
В обозначениях из 8.8.4, пример b), 
4 dw Ло) = 4 lo) Ло’ +(— По Ad ©, 
(6) dw Λο) =a’) Ao" + (- Мо Ad ©”. 
В обозначениях 8.8.4, пример с), 
(6) d’ (ο) = d" (ω). 


В формулах (4) и (5) (соотв. (6)) дифференциальные формы w’ | 
и ©” (соотв. (Ὁ) предполагаются формами класса Οἱ, 


8.8.6. (Почти комплексная структура комплексного многообразия.) 


Пусть X° — комплексно-аналитическое многообразие, допускаю- 
щее Х в качестве нижележащего вещественно-аналитического мно- 
гообразия (5.14.2, а)). Расслоение T (X) отождествляется с (веще- 
ственным) векторным расслоением, лежащим ниже комплексного 


векторного расслоения T (X°), что наделяет X почти комплексной 


структурой класса С“; говорят, что она индуцирована данной струк- 
турой комплексно-аналитического многообразия на Х. Эта почти 
комплексная структура удовлетворяет условиям (1) — (iii) из 8.8.5; 


в частности, операторы d’ и 4" из 8.8.5 определены. Если fi Х°- 


— Y° — морфизм комплексно-аналитических многообразий, το f* | 
коммутирует с операторами d’ и d”. 


8.8.7. Сохраним предположения и обозначения из 8.8.6. Пусть X° = 


сопряженное к X” многообразие (5.14.2, b)). Погрузим X с помощью 
диагонального отображения x re (x, X) в комплексное многообра- 


sue X° X X“, и пусть в — антиавтоморфизм (x, и) +» (y, x) много- 


образия X“ X X°. Пара (X° x X°, 6) есть комплексификация Μηο-. 
гообразия X (5.14.8). В частности, для всякого x € À касательное 


пространство Т, (X° x X°) отождествляется с Τι (Х) @ С; при 
этом отождествлении T, (Х”Х {x}) отвечает T, (X), а Τι ({x} x 
x X°) отвечает 7, (X). 


8.8.8. Предположим, что г = ®; всякая почти комплексная струк- 
тура класса С’наХ, удовлетворяющая эквивалентным друг другу 
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условиям (i)— (ii) из 8.8.5, есть почти комплексная структура, _ 
индуцированная одной и только одной структурой комплексно- 


аналитического многообразия на Х '). 


8.8.9. (Голоморфные формы.) Примем вновь предположения и 0603- 


начения из 8.8.6, и пусть Р — комплексное банахово простран- 
ство. Морфические (другими словами, комплексно-аналитические) 
дифференциальные формы Ha X” со значениями в F называются TAK- | 
же голоморфными дифференциальными формами; отождествление 
Т (Х°) с Т(Х) отождествляет их с (вещественно-аналитическими) 
дифференциальными формами на Х. Для того чтобы дифференциаль- 
k 
ная форма ὦ Ha X степени р со значениями в Р и класса С”, где Е > 
> 1, была голоморфной, необходимо и достаточно, чтобы она имела 


‚ тип (р, 0) и чтобы 4”® = 0. 


Пусть E— векторное поле на X. Говорят, что & голоморфно, 
если оно является комплексно-аналитическим отображением из 


X° в Т (Х°) = T (X), другими словами, комплексно-аналитическим 
векторным полем на X”. Если это так и если ® — голоморфная 
дифференциальная форма Ha X со значениями в F, то форма Gz. 
(соотв. i (Е) ®) одна и та же, рассматривается ли E как комплексно- 
аналитическое векторное поле на X” u ὦ как элемент из QQ” (Х°; 
F) или же & как векторное поле на Х и ὦ как элемент из ΩΡ (X; F). 
Более того, пусть ξ΄ = л’ (Е) и &"— л” (Е) — компоненты поля & в 


T° (X) и Г (X) соответственно (8.8.3); имеем 


(7) θε.ὠ--θε:.ω, 0.0 = 0, 
(8) ἱ(ξ]ω = i(E')o, i’)o = 0. 


8.8.10. Пример. Предположим, что X” есть открытое подмножество 
в С", и обозначим через 21, ..., zZ” координатные функции на X“, 
Для 1 < Е < п положим À = x* + ИА, где хи и принимают 
вещественные значения. Рассмотрим касательный репер (0/92) в 
Т (X°), определенный системой координат (2%), и касательный репер 
(0/0x*, d/dy*) в T (X), определенный системой координат (x*, y*) 
(8.1.5). Имеем | (0/0x*) = d/dy*, и образ ‘элемента 0/0z* при ото- 
бражении п’: Т (X) =Т (X°) + Т’(Х) (8.8.3) равен 


+ (a1ax* — iajay'); 


т) Если х конечномерно, это верно для всякой почти комплексной структуры 


класса Ce ck > dimX (cm. Newlander A., Nirenberg L., Complex analytic coor- 
dinates in almost complex manifolds, Ann. of Math., LXV (1957), 391—404). 
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> rl 
он обозначается, как правило, также через 0/07 ). Комплексное 


векторное поле, сопряженное к полю 0/02*, обозначается через 002; 
имеем 


(9) od = > (00x + io). .. 


_ Если f— функция класса Οἱ на Х со значениями в комплексном 
банаховом пространстве F, то дифференциальные формы d’f и d’f 
(8.8.5) задаются формулами 


ь д и д =. 
ᾳ9 dp= У dh, αἲ- У La 


lgkgn ISk<n 2 


ἡ 


df=df + d'f, 
9 k ral 5 
dz*=dx* tidy’, : dÀ = dx*—i dy. 
Если À = (i, ..., tp) — последовательность строго возрастаю- 
щих целых чисел из интервала (1, п), то полагаем 


de" = dé \ +++ / de’ 


и через de? обозначаем сопряженную к dz4 дифференциальную 
форму. Всякая дифференциальная форма ὦ типа (р, 4) со значения- 
ми в Ё единственным образом записывается в виде 


(11) D = Σ Faude А. dz”, 


где A (соотв. В) пробегает множество строго возрастающих после- 
довательностей с р (соотв. 4) элементами из (1, п), причем {лв есть 


функция со значениями в F. Если ὦ принадлежит классу C*, где 
Е > 1, то таковы же и функции fa» и справедливы формулы 


(12) Ро Σ d’fas A de” / de”, 
д, В 
(13) фо = 2 d’fas /\ de” \ dz”. 


Напомним, что 


) 

1) Необходимо принять ΒΟ внимание, о каноническое отождествление T (X°) 
с Т (X) не преобразует векторное поле 9/02" Ha x в векторное поле 0/02” на X, 
а ры его в векторное поле 0/02” + д/92^. Однако оба обозначаемые через 


0/02” векторных поля принимают одинаковые-значения на голоморфных диффе- 
ренциальных формах (8.8.9), к PEN, впрочем, лишь и можно применить век- 


торное поле на Χ΄. 


- 89. Дифференциальные уравнения 
и слоения 


В n°n° 9.1—9.3 предполагается, что К имеет характеристику 0, 
В n° 9.4 предполагается, что К имеет характеристику р >< 0. 
9.1. Интегральные кривые 

В этом пункте X означает многообразие класса С”, а 5 векторное 
поле на X класса С°, где г, s принадлежат Мк, $ < r — 1. | 


9.1.1. Пусть J — открытое подмножество в K u fi | + X — отоб- 
ражение класса Οἱ (ЕЕ Ne, К <!) из 1 BX. Для tel через 


‚р 0 обозначается вектор Τ, (ἢ (1) € µη (Х); этот вектор иногда 


называется скоростью отображения Г.в ΜΟΜΕΗΤ.. Когда X есть ба- 
нахово пространство, |’ (1) является производной функции f B É, 
Говорят, что  — интегральная кривая векторного поля E, если 


Е РО =ЕО) 


для всякого { € [. Такая кривая принадлежит классу CT, 


Если х — точка в Х, то интегральной кривой векторного поля 
Е с началом в X называется такая интегральная кривая f: | > X 
этого ‘поля, что ОЕ Ги} (0) = x; для всякого x € X существует 
интегральная кривая поля ξ с началом в X, определенная в подхо- 
дящей окрестности точки 0 в К. 

Если fi 7— X — интегральная кривая поля — и если аЕ К, 
то отображение {re f (1— а) из Il + a B À есть интегральная кри- 
вая поля &. | . 

Пусть fi: 1; > X u fe 1, — À — две интегральные кривые 
поля Е и ЁЕ 1, N Ια. Если Ἢ (0 = (1), то отображения fı Ἡ fa 
совпадают в окрестности точки L. 


9.1.2. (Потоки.) Пусть W — открытое подмножество в ХХ К. 
Для всякого x € X обозначим” через №, множество таких [Е К, 
что (x, 2) € W. Интегральным потоком поля Е с областью опреде- 


k 
ления № называется такое отображение | класса C (Е <r) из W 
B À, что для всякого x Е À отображение f,: W,— X, определенное 


формулой i, (0 =f (x, ἢ, есть интегральная кривая поля Е и что 


для всякого (x, 0) € W имеем f (х,.0) = x. 


BEE = IE ТЯ ETATS x р 
2 JR > à - u 
SP ee 
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arm 


Для всякой точки x € X существует интегральный поток поля 


Е класса С°, область определения которого есть окрестность точки 
(x, 0) вХ x K. Два интегральных потока поля &, определенные в 
окрестности точки (х, 0), совпадают в некоторой окрестности этой 
точки. 

Пусть x € À, и пусть f — интегральный поток поля &, область 
определения которого есть окрестность точки (х, 0). Существует 
такая окрестность У точки (x, 0, 0) в Х X КХ К, что если (x, ἦι, 


Ъ) СУ, το 

, (x, 1) € W, (Г (x, li), ts) € У, (х, l + ty) Е W 
И 
(2) У FEUX, 4), 4) =F, ? + ty), 


Если X паракомпактно или если X отделимо, а К. = К или 
С, то существует интегральный поток поля & область определения 
которого есть окрестность множества X X (0). 


9.1.3. (Вещественный случай.) Предполагается, что К =В и что 
X отделимо. Интегральной дугой поля ξ называется всякая ин- 
тегральная кривая поля &, область определения которой есть от- 
крытый интервал в R. Две интегральные дуги /, и fy поля &, опре- 


деленные в интервалах /, и /, и совпадающие в некоторой точке 


из /, П /,, совпадают в ‘2 9 ΒΝ Pe 

Для всякой точки x € Х существует одна и только одна такая 
интегральная дуга fi: 1, > X с началом в X, что для всякой ин- 
тегральной дуги fi À > ‘X с началом в x имеем / <= Pape te] i 
Дуга f, называется максимальной интегральной дугой векторного no- 
ля E с началом B X, и ее область определения [, называется иногда 
интервалом жизни точки х относительно поля ξ. 

Если /,=)—a_, а+( и если a+ конечно, то ограничение дуги 
f, на интервал (0, а+( есть собственное отображение из (0, αμ . 
в X, В частности, | (1) не имеет предела, коль скоро ¢ стремится к. 


a1, 


9.1.4, В обозначениях и предположениях из 9.1.3 множество 2 
таких пар (x, В € X Х В, что Ё Е /,, открыто в À X К и отобра- 
жение f: 2 -» X, определенное формулой f (x, ἢ =f, (0, принад- 


‘лежит классу С°; это интегральный поток поля Ë с областью опре- 


деления (2, | 

Функции a+ и α..: Χ-» 0, + 00), определенные формулой /, = 
= J—a_(x), αι (х)(, полунепрерывны снизу. Для (x, à) € Q и y = 
= f(x, ἢ имеем о. (у) = а (x) —Ёи а (у =а (x) +4. 

Если 4 EL, и LE Ian, Το Ц -ЬЕГ и 


(3) | ᾿ F( (x, η), de) =/ (x, 4 + 4). 
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_ Если функция %+ (соотв. &_) ограничена на X снизу констан- 
той > 0, то она постоянна и равна +. 

Бавенство 4 = &_ = + со (другими словами, равенство Q = 
== X X В) имеет место в каждом из следующих случаев: 

(i) поле Е имеет компактный носитель (изнример, если Х компакт- 
ΗΟ); 

(11) существует транзитивная группа автоморфизмов многооб- 
разия X, сохраняющая поле ξ; 

* (ii) на Х существует риманова структура, относительно KOTO- 
рой X полно и Ё ограничено. 

Если 9 = X XR, то отображение f: X X R— X есть закон 


правого действия класса Οἵ группового многообразия К на ΜΗΟΓΟ- © 
образии Х; см. 5.12.5. 


9.1.5. (Комплексный случай.) Предполагается, что К = с и что Х 
отделимо. Для всякого а € JO, 400) обозначим через D, открытый 
диск в С радиуса ἃ с центром в 0. Для всякого x € x существует 
одно и только одно такое число ϱ (x) € JO, +00), одна и только одна 
такая интегральная кривая f,: Do > À с началом в x, что для 
всякого а € JO, + ΤΩΝ и всякой интегральной кривой f: D, > X 
с началом в х имеем а < о (x) Uf =f, | Da. 

Для всякого À € с пусть ©, (x) — верхняя грань интервала 
жизни точки х относительно векторного поля λξ на вещественном 
многообразии, получаемом из Χ. сужением поля скаляров. Имеем 

p (x) = a Oba, (x). 


; Morten А таких пар (x, ДЕХХ С, что fe Dis, открыто 
в Х Х С, и отображение } из д в X, определенное формулой 
f(x, ἢ =f, (0, есть ‘интегральный ‘поток, поля & Функция 
о: À — )0, +oco) полунепрерывна снизу: 
Для (x, t)}€ Au y=f (x, ἢ имеем р (y) > p (х) —=|Е|. Если 
о ограничено снизу. на X константой > 0, то р = + ou A=X X 
x С. 
Если А = X X С, aicoaneiane f: X x C— X есть закон πρᾶ- 
вого действия группового многообразия С на многообразии Х. 


9.1.6. Пусть ф: X > У — ΜΟΡΦΗΘΜ многообразий и η — векторное. 
поле на У, такие, что & ф-связано ст (см. 8.2.6). Если f: { э=/Ам— 
интегральная кривая поля &, то отображение фо}: [ > У есть, ин- 
тегральная кривая поля η. Если К = В иесли X'u Y отделимы, то 
интервал жизни всякой точки х Е Х относительно поля Ё содер- 
жится в интервале жизни точки @ (x) относительно поля yn. Если, 
кроме того, ф собственно, эти интервалы равны. 


9.1.7. (У равнения, зависящие от времени.) Пусть W — открытое 
подмножество в À Х К, и пусть &: W -» Т (X) — поднятие клас- 
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са С° отображения pr: W— X, τ. е. такое отображение класса 

С’из W BT (X), что & (x, ἢ принадлежит T,(X) для всякого 

(x, à) € №. Интегральной кривой для = называется такое отобра- 

_ жение ] класса Οὗ (где € Nkuk<r) открытого в К подмноже- 
ства / в X, что для всякого Ё Е [ имеем 


(И, Е! ua FO ==(0, 0. 

Пусть η — векторное поле класса С° Ha W, определенное фор- 
мулой η (x, 7) = (E (x, 0, (t, 1)). Для того чтобы отображение f - 
открытого в К подмножества /в X было интегральной кривой для =, 
необходимо и достаточно, чтобы {-» (f (1, ἢ было интегральной 
кривой поля ἡ в смысле n° 9.1.1. 

Пусть g: [— № — интегральная кривая поля у и & — такая 
точка в /, что pr, (g (&)) = &. Множество элементов Ё Е Г, таких, 
что pr, (σ᾽ (f))- == t, есть » окрестность точки ἴῃ, которая совпадает с 
I, если / связно. 


9.1.8. (Параметры u начальные условия.) Пусть 2 — многообра- 
sue класса С’, № — открытое в Х X K 1 подмножество и Я — 
поднятие класса С’ отображения pr, : W > Χ (8.6.1). Если ΖΕ 
Е Z, обозначим через W, множество таких (x, ’ Е ХХ К, что 
(x, {, 2) Е М, и через &,— отображение (x, ft) > E (x, é, 2) из. 
W, BT (X). | | 

Пусть (Χο, В, 20) — точка из №. Существуют тогда открытая 
окрестность X, X /, X Ζι точки (Χρ, Zu, 20) в. W и отображение клас- 
са С’ 

Ё С я OD © 

такие, что, какова бы ни была точка (еее de > 
отображение tr» f (χι, 4, Ь Ζι) есть интегральная кривая для #Я., 
(в смысле 9.1.7), удовлетворяющая соотношению f (ху, 4, 4, Ζι) = 


=. . | 
Два отображения 


Rite ра CES RR XXLXLX Ζο-»Χ, 


удовлетворяющие приведенным выше условиям, совпадают в неко- 
торой окрестности точки (ху, fo, Los 20): | 


9.2. Слоения 


В этом пункте X означает многообразие класса С’, где r € Nx. 
Если не оговорено противное, все рассматриваемые многообразия 


H морфизмы предполагаются принадлежащими классу С”, 


9.2.1. Пусть S — многообразие и p: Х + $ — субмерсия. Для 
всякой точки $ € ὃ наделим X, = ρ-! (5) структурой многообразия, 


Е ре 
За ка Ξε ξ И АЕ А 
FA В ва Fa RS а 
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Г 


индуцированной структурой многообразия на X (5.10.5); MHO- 
жество X есть объединение непересекающихся множеств X,. Обо- 
значим через À, структуру многообразия на X, получаемую в 
результате склеивания многообразий X, для $Е5 (9.2.4); 
единственная структура многообразия на Х, относительно которой 
подмножества Х, суть открытые подмногообразия. Топологическое 
пространство Χρ есть сумма пространств X,. | 

Пусть У — многообразие и f — отображение из V в X. Для 
того чтобы } было морфизмом из У в Χρ, необходимо и достаточно, 
чтобы f было морфизмом из УвХ и чтобы ро] было локально по- 

- CTOAHHO. 


9.2.2. Слоением на X называется многообразие У, имеющее TO же 
нижележащее множество, что и À, и удовлетворяющее следующему. 
условию: 

(Е) Для всякого x € X существуют такие открытое подмного- 
образие U в X, содержащее x, многообразие $ и субмерсия 
р: Ὁ -» δ, что многообразие U, есть ‘открытое подмногообразие 
BY; 

Говорят также, что пара (X, У) есть многообразие co слоением. Ec- 
ли (X,Y)u(X", у’ ) — два многообразия со слоением, то морфизмом 
из (X, У) в (Х', У’) называется всякое отображение f: X — Χ', яв- 
ляющееся одновременно морфизмом многообразия X в многообразие 
Х’ и морфизмом многообразия У в многообразие У”. 

Пусть (Х, У) — многообразие со слоением. Тождественное 
отображение У — X есть биективная иммерсия. Подмножество U 
многообразия Х называется листом, если оно открыто в У; в этом 

. случае U наделяют топологической структурой и структурой 
многообразия, индуцированными соответствующими структурами на 
У; например, говорят, что U есть связный лист, если оно есть 
связное открытое подмножество в У. Листы, являющиеся под-. 
многообразиями в Х, образуют базис топологии в У. Коль скоро 
К = В или С, связные компоненты пространства У суть листы, на- 

‚ зываемые максимальными связными листами в (Х, У). : 


9.2.3. Если s Е Nx, $ < r, то слоением класса С° на X называется 
слоение на ορ, класса С°, лежащем ниже X. 


9.2.4. Примеры 


а) Многообразие Х есть слоение на Х, называемое грубым слое- 
нием на Х, 

Ὁ) Если р: X — S — субмерсия, то Χρ есть слоение на X, на- 
зываемое слоением на X, определенным субмерсией р. Слоение Ha X, 
определенное тождественным отображением, есть множество X, 
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наделенное структурой чистого многообразия размерности 0 (5.2.1); 
оно называется дискретным слоением на À. 

с) Пусть Е — банахово пространство, F — замкнутое векторное 
подпространство в E, допускающее топологическое дополнение, 
и р — каноническая проекция Е — E/F, Слоение Ερ на E называет- 
ся слоением на Ё, определенным подпространством Е. 

4) Пусть ἘΞ дискретная группа, действующая собственно и 
свободно Ha топологическом пространстве À (0бщ. топ., 1969, 
гл. III, $ 4, n° 4). Пусть У — слоение на X, и предположим, что 
для всякого $ € Г отображение x +» sx есть автоморфизм многооб- 
разия со слоением (X, У). Отношение эквивалентности на Х (соотв, 
У), классы которого суть орбиты группы Г, регулярно (5.9.5), 
Если обозначить через Х/Г (соотв. У/Г) соответствующее фактор- 
многообразие, то пара (Х/Г, У/Г) есть многообразие со слоением, 
называемое фактором пары (X, У) по группе Г. τ 


a 


9.2.5. Пусть У — слоение на Х и U — открытое в Х подмножество, 
Тогда U открыто в У, и U, наделенное структурой многообразия, 
индуцированной структурой многообразия на У, есть слоение на 
U, называемое слоением, индуцированным слоением У’. 

Более общо, пусть fi X’ — X — такой морфизм, что } и тожде- 


‘ственное стображение У —> X образуют трансверсальную пару 


(5.11.1). Расслоенное произведение У’= X’ Xx У канонически 
отождествляется со слоением на Х’, называемым обратным об- 
разом слоения У относительно f, | 


9.2.6. Пусть р: Х = S n p': Χ' -» δ' — две субмерсии, и пусть 
f — морфизм из X B X, ‘, Для того чтобы f был морфизмом многооб- 


разия Χρ B X ps Необходимо и достаточно, чтобы для всякого ХЕХ 
существовали такие открытая окрестность U точки x B .X и мор- 
физм g изр (И) BS", что в ο р =? of Ha U, 


9.2.7. Пусть У — слоение на X, Расслаивающей картой на (X, У) 
называется такая четверка (U, ф, Ε, Е), что (U, φ, Е) — карта на 
X, Е — замкнутое векторное подпространство банахова простран- 
ства Е, допускающее топологическое дополнение, а ф — изоморфизм 
слоения на U, индуцированного слоением У, на слоение Ha ф (U), 
определенное каноническим отображением из Е на Ε/Γ. Для вся- 
кой точки x Е X существует такая расслаивающая карта (U, φ, 
Е, Е) на (Х, У), чтох € U. Пусть п = dim, X, и пусть т = dim, 

Если п конечно, то существуют открытая окрестность точки х и 
такая система координат 1, .,., 6 на Х в U, что слоение на U, ин- 
дуцированное слоением У, совпадает со слоением, определенным 


отображением (ζ7Τ', .,,, 6") из Ив KT, 
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9.2.8. Пусть У — слоение на X. Когда x пробегает X, пространства 
T, (У) составляют слои некоторого векторного подрасслоения клас- 


| = | 
ca Св T (X), которое называется подрасслоением в T (X), ка- 
сательным к слоению Y, и обозначается через T (X, Y). Если слоение 


У определяется субмерсией р: X—S, то Т(Х, У) = Ker T (р) 
есть относительное касательное расслоение Τ᾽ (X/S) многообразия 
X над S (8.1.3). 

_ Пусть (X, У) и (X’, У’) — два многообразия со слоением, и пусть 
f — морфизм из X BX’, Для того чтобы [был морфизмом многооб- 
разий со слоением, необходимо и достаточно, чтобы T (ἢ отобража- 
ло Τ(ΑΧ, У) в Τ(Χ, Y’). В частности, пусть f: Z > X — мор- 


физм многообразий; для того чтобы f был морфизмом из ZB У, He- _ 


обходимо и достаточно, чтобы T (f) отображало T (7) в T(X, У). 
Для того чтобы подмногообразие Ζ в X было листом в (X, У), He- 
обходимо и достаточно, чтобы 


T, (2) = T,(X, У) для всякого ΖΕ 2. 


Пусть У — слоение на Χ, и пусть И — листв У, допускающий 
счетный базис открытых множеств. Пусть 2 — многообразие и 
{ — отображение из 2 в U, Для того чтобы f было морфизмом мно- 
гообразия Z в многообразие U, необходимо и достаточно, чтобы KOM- 
позиция отображения [ и канонической инъекции из U в À была мор- 
физмом многообразий из ΖΒ À. Если À локально компактно и счет- 
но в бесконечности, всякий связный лист в (Х, У) допускает счет- 
НЫЙ базис открытых множеств (см, Bau; mon,, 1968, гл, I, § 11, 
n° 7, следствие 2 к теореме 1). 


9.2.9. Предположим, что К = В или С. Пусть У — слоение Ha X. 
Следующие условия эквивалентны: 

а) Существуют такие многообразие S и субмерсия р: Χ-»δ, 
что У = Xp. 

Ὁ) Для всякого x € X существует подмногообразие δ. в X, 
обладающее следующими двумя свойствами: 

b,) Касательное пространство T, (S,) к 5, в X есть топологи- 
ческое дополнение ΚΤ. (X, У) BT, (X). 

b,) Всякий связный лист в (X, У) пересекается с S, не более чем 
в одной точке, 


Предположим, что эти условия выполнены, и пусть À X, у — 
отношение эквивалентности на Х «х и у принадлежат одному связ- 
ному листу»; тогда Ю есть регулярное (5.9.5) отношение эквива- 
лентности на Х, и если р означает HOHE YS проеквию Х = 
+> Х/Ю, то У = Xp. 


Пример. Возьмем К = В и Х == Κ᾽, Пусть дискретная группа 
Г = Z? действует сдвигами на X. Пусть т Е В и (X, Y,,) — слое- 
ние, определенное субмерсией р: (хи, X) 5» Χα — mx, из À на В. 
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Положим Х’ = Х/Г и Yn = У,/Г; тогда Ym есть слоение на торе 
X’ (см. 9.2.4, пример d)). Если т рационально, существует такая _ 


_ субмерсия р’из X’ на R/Z, что Ym = Χρ. Если т иррационально, 
всякий связный максимальный лист в (X’, Ym) плотен в X’ и He су- 
ществует такой субмерсии р’ из X’ в многообразие δ, что Ym = Χρ'. 


9.2.10, Пусть У — слоение на X ил: X -— S — такой морфизм 


многообразий, что композиция У > X + 5 этальна. Если S’—or- 
крытое подмножество в $, то сечение 0: δ΄ -» X отображения π 
над 5’ называется горизонтальным (по отношению к слоению У), 
если OHO есть морфизм из δ΄ в У; это же можно выразить, сказав, что 
о (S’) есть лист в (X, У) или также что Т (0) отображает Т (5' ) в 
T(X, У). Для всякого %5 Е 5 и для всякого x, Ем" ($) суще- 
ствует горизонтальное сечение, определенное в некоторой окрест- 
‘ности точки 5, и принимающее значение X, в $; два таких сече- 
ния совпадают в некоторой окрестности точки Sp. 

Более общо, пусть 5) € $, Т — многообразие, {— морфизм из 
Т в подмногообразие π-! (50) в À ut, € T. Существуют тогда от- 
крытая окрестность’ 7” (соотв, δ΄) точки & BT (соотв. точки $ в 
6) и морфизм 

F:S’xTX, 

удовлетворяющие следующему условию: для всякого LE Т’ ото 
бражение $ +> Р (5, ἢ есть горизонтальное сечение отображения л над 
5’, принимающее значение ᾗ (2) в точке $. Два таких отображения 
Е совпадают в окрестности точки (5%, lo). 


9.3. Интегрируемые подрасслоения. 


В этом пункте X означает многообразие класса С’, а F — век- 


торное tie Saini класса С’в T (X), где г, $ принадлежат Nx; 
s<gr—l. 


BET. Пусть V— многообразие класса Ο΄ (ВЕ Мк ἃ <r), и пусть 


{ — морфизм класса С" из V 8 X. Говорят, что [есть интеграл для 
Е, если T (f) отображает Т (У) в Е. 


Подмногообразие 2 в X класса С” называется интегральным 
подмногообразием для Е, если инъекция Z— X есть интеграл для 
Е в указанном выше смысле, т.е. если Т, (2) < Е, для всякого 
x CZ. | 

Пусть x € X. Если Ζι и 1, — два интегральных подмногооб- 
разия в X, содержащие x, и если T, (Ζι) = F,, то существует та- 
кая окрестность U точки x, что U (| Z, < 21. Если дополнительно 
Г, (25) = F,, то ростки подмногообразий Ζι и 2. в точке X совпа- 

дают. 


5 Н. Бурбаки 
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9.3.2. Говорят, что векторное подрасслоение F интегрируемо, 
если существует такое слоение Y на X класса С”, что F = 
=T (X, У) 9.2.8). Такое слоение тогда единственно; оно называется 
интегральным слоением для Е. Для того чтобы морфизм f: V— X 


‘класса С’ был интегралом для F, необходимо и достаточно, чтобы 


Г был морфизмом из Ув У, 


Пример. Если F имеет ранг 1 в каждой точке, то оно интегриру- 
емо и определяет на Х чистое слоение размерности 1. Предположим 
дополнительно, что К = В, что À отделимо и что F допускает в 
качестве репера векторное поле E , нигде не обращающееся в нуль. 
Тогда для всякого х Е Х максимальный связный лист, содержащий 
X, есть образ максимальной связной дуги поля ξ с началом в точке 
X ее 1,3). 


9.3.3. (Критерии интегрируемости.) Следующие условия 3KBH- 


валентны: 


(1) Векторное подрасслоение Ев Т (X) интегрируемо. 
(11) Для всякого х Е Х существует такое интегральное подмно- 


гообразие Z для F класса C’, чтох Е Zu T, (2) = Ε.. 
(iii) Каковы бы ни были открытое подмножество U B Хи век- 


торные поля E и п, принадлежащие ὁ’: (И) (7.4.1), справедливо вклю- 
чение [ξ, η] € FF" (U). 
Пусть (ἔλιει — такое семейство сечений расслоения F клас- 


са С®, что для всякого x € X множество &, (x) есть тотальное под- 
множество банахова пространства F, (Топ. вект. np., гл, I, $ 2, 
n° 1), Условия (1) — (iii) эквивалентны тогда условию: 


(iv) Для ie rn (i, ]) элементов из / и всякого x Е À име- 
ем [ξ,, Е (x) ЕЕ 


Когда / конечно и семейство (E,) является репером расслоения 
Е, предыдущие условия эквивалентны также условию 


(у) существует семейство Cie к)е/х/хг Таких функций Ha X со 
значениями в À, что [ξ,, E;] = Dein, каковы бы ни были i, | из J. 


‚ (Если это так, то cj; — функции класса С°", 
| j y 


9.3.4. Пусть s’ € Nx, где $’ < 5, u F’ — векторное расслоение клас- 


са С”, полученное из Ё ослаблением структуры (8.7.1). Для того. 


чтобы F было интегрируемо, необходимо и достаточно, чтобы тако- 
вым было Γ΄. В этом случае интегральное слоение для Е’ получа- 
ется из соответствующего слоения "для F ослаблением структуры, 


9.3 ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ПОДРАССЛОЕНИЯ Fel 


9.3.5. Пусть Е — банахово пространство и р— целое число > 0, 
Для всякого х Е Х обозначим через М (р, Е), векторное подпро- 


странство в Alt” (T,(X); Е), образованное такими элементами и, 
что и (1, ..., Up) = 0 для 01, ..., Up ИЗ F,. Пространства М (р, Е), 
при x € X суть слои векторного подрасслоения в АН” (T (X); Е) 
класса С°. Обозначим его через М (р, Е). Если подрасслоение F 
интегрируемо, то | 

(vi) для всякого открытого подмножества U B X и всякой формы 

$ 5--] 

© Е м» в) (U) имеет место включение do Е Фмо-,в) (U). 


Обратно, если (vi) выполнено для р = | и всякого банахова 
пространства E, то подрасслоение F интегрируемо; когда К = В 


_ или ©, достаточно даже проверить (vi) для р = Ти Е = К. 


Предположим, что дуальное к Т (X)/F расслоение допускает 


репер (1, ..., @,). Интегрируемость подрасслоения F эквивалентна 
тогда следующему условию: | 
(vii) do, À Л... Ло, =0 для 1<i<n. 


Если, кроме того, существует такое векторное подрасслоение G 


в Т(Х) класса С°, что T (X) есть прямая сумма ae F 
и G, то условие (vii) эквивалентно условию 


(viii) существуют такие дифференциальные ое a} (i, | при- 
надлежат /) степени | и класса Ο"' на X, что do, = τος Ло, 


для всякого i € J. 


- 9.3.6. Пусть L — банахово пространство, и пусть @ — дифферен- 


циальная форма на X степени | и класса С” co значениями в L. 
Примем следующие предположения: 

а) значение ὦ. формы ὦ в любой точке x € Х есть сюръектив- 
НЫЙ гомоморфизм. из Г, (X) в L u ядро гомоморфизма @, есть Fi; 

b) существует такое векторное подрасслоение` С в T (X), что. 
T (X) есть прямая сумма подрасслоений F u G. 

Интегрируемость подрасслоения F эквивалентна тогда усло- 
BHIO 


(ix) существует такая дифференциальная форма a Ha X степени 
I и со значениями в End (L), что do = @ /\ w, где внешнее произ- 
ведение определяется каноническим спариванием End (L) x L> 
—L (7.8.2 u 8.3.2). 


9.3.7. (Уравнения в полных дифференциалах.) Предполагается, 


что X есть произведение двух многообразий А и В класса С’; через 
Pi X>A и р: x — В обозначаются проекции. Пусть Î — 


5* 
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морфизм класса C° us р! T (A) Β po Т (В). Графики отображений fia, by: 
T,(A)>T,(B) суть слои векторного подрасслоения в T (X) класса 
С°; обозначим его через F’, 

`Пусть A’ — открытое подмножество в A, и пусть p : A’ > В — 
‘морфизм класса COUN Е Е OBOPAT, что ф есть интеграл 
для |, если для всякого a € А’ имеем T, ($) = [αφία) это эк- 
вивалентно TOMY, что отображение A+» (а, φ (a)) из A’ B X есть ин- 
теграл для ЕЁ’ (9.3.1). Такое отображение принадлежит классу 
Ct! Если φι и φ; — два интеграла для f, принимающие одинако- 
вые значения в некоторой точке а € A, TO. OHH совпадают в πεξαθόροῦ 
окрестности точки а. 

Более общо, пусть Z — een класса C*, A’ — ‘открытое 
подмножество в A, a € A’ u Ф,, D, — морфизмы класса Οὗ из Z X 
x А’в В. Предположим, что ®, и Φ, совпадают на Z X {a} и что 
для всякого z € Z морфизмы | 


ate OD, (г, a) и are Ф, (г, а) 


суть интегралы для f. Тогда Ф, и Ф, совпадают в некоторой 
окрестности множества Ζ X {а}. 

Предположим, что Р’ интегрируемо. Пусть Z — многообразие 
класса С" (k € Мк, k < 5), (20 а) — точка BZ X Аир — морфизм 
класса C* из ΖΒ В. er er такие открытая окрестность Z’ X 
x А’ точки (20, а) Β Z ХА и морфизм D: Ζ’ Х А" - В класса 
Οὗ, что для всякого z Е Z" отображение а „> Ф (2, а) из А’в В имеет 
{ касательным отображением и Е значение р (2) в точке 
A. 3 


9.3.8. Сохраним предположения и обозначения из 9.8.7 и предпо- 
ложим, что А (соотв. В) есть открытое подмногообразие в банаховом 
пространстве Е (соотв. М). Отображение | отождествляется тогда с 
морфизмом класса С° из X = АХ В в банахово пространство 
& (Е; М). Обозначим через Οι (соотв. D,f) первую (соотв. вторую) 
частную производную морфизма } (1.6.2); это морфизм класса = 
из Хв& (Е; & (Е; Λη) (соотв. в € (М; 6 (Е; M)), — пространство, 
которое очевидным образом отождествляется с Φα (Е; М) (соотв. 
с & (М, Е; М)). Для того чтобы F было интегрируемо, необходимо 


и достаточно, чтобы для всякого х Е Х билинейное отображение 


Az: (Ay, Πο) > Dif (x) (Au Ae) + Daf (x) © (x) Au, Ae) 
из Ex Ев M было симметрично. При этом условии если ф есть ин- 


теграл для f, определенный в открытом подмножестве A’ MHOrO06- | 


разия А, то вторая частная производная отображения ф в точке а 
-. 43 A’ всть Δωφίαγ. 


— 


ἐστ. TUE δ Ὅν δ. DE бр ыы καρ δ. 5 Ὁ... ао Роб ΟΜ. χ.ο en Ἵν Br 
- on : 2 = CE eV TE ee M ARE eat SE Ὁ We? UM BO PRES MT 
Re = Sr FE > % > О ER SE Е: 
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Если Е = К" и через (x}, ..., x") обозначены координатные функ- 


ции на К”, то отображение f определяется семейством (fi, ..., [,) 
отображений из А Χ BB M, и условие интегрируемости записыва- 
ется в таком виде: 


+ Dy). = + Dal 1. 


каковы бы ни были целые числа i, | из (1, п). Отображение ф от- 
крытого в А подмножества А’ в В есть интеграл для f тогда и только. 
тогда, когда 


+ =f, (x, p(x)) для всякого ΧΕ A’ u всякого i € (1, n), 
другими словами, когда 


dp= 2 fi 96) άν. 


9.4. (HRMESHUBNGHBIE расслоения в характеристике 
р=0 


В этом пункте предполагается, что характеристика поля К равна 
р ==0. Через X обозначается К-аналитическое локально конечно- 
мерное многообразие. 


-9.4.1. (р-е степени.) Пусть E — векторное поле на открытом под- 
множестве U в X. Существует одно и только одно такое векторное 


поле EP на U, что 


(1) De» (f) = (Di) (δ = Ds (Del. «+ (Dei (f) . η 
: р раз о 
для всякой аналитической функции f, определенной на откры- 
TOM подмножестве BU. 
Если ф — аналитическая функция Ha U, το 


DE (98)? = PE + (Dox)? (9) - 
и если N — векторное поле на U, το 
(3) Ιξ’, 11 = ad ()^ (п) = 18, (8, ..., №1... И. 


9.4.2. (Тождество Джекобсона.) Пусть L — свободная F,-anre6pa 
Ли (Группы и алгебры Ли, гл. II, $ 2, n° 2) над множеством {x, и} 
из двух элементов. Существует один и только один такой элемент 
Др (x, y) в Г, что | 


(4) ety =P ty $A, y) 
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в обертывающей алгебре алгебры Ли L. Примеры: 
о Α.α,υ)--ἰχ, И; AS, y) = ls I Yl — Ty, [x У]. 
Если Ё un — векторные поля на X, TO 


(5) ЕН = РА, E, η). 


9.4.3. Пример. Возьмем Х = К (соотв. К*) и обозначим через 
х каноническое отображение X - К. Пусть ξ (соотв. N) — вектор- 
ное поле Ο/ΟΧ (соотв. x. 0/0х); оно инвариантно относительно сдви- 
гов аддитивной (соотв. мультипликативной) "βγη Х. Имеем 


(6) Е =Оит=\. 


9.4.4. (Интегрируемые расслоения.) Пусть F — векторное поД- 
расслоение в Т (X). Говорят, что F интегрируемо, если для всякого 


x € X существуют такие система координат (fl, ..., €") на Хвх 


и целое число т < п, что (0/01, ..., 0/0Е”) есть репер puccaeelitg F 
в окрестности точки х. 


Для того чтобы Р было интегрируемо, необходимо и достаточно, 


чтобы выполнялось следующее условие: 
Для всякого открытого подмножества U в X пространство Pr (И) 
есть подалгебра Ли в Prix) (И), устойчивая относительно опе- 


рации & => 5. 


$ 10. Меры, определяемые 
дифференциальными формами 


В этом параграфе предполагается, что К локально компактно. 
Начиная с п” 10.2, мы предполагаем, что К = В. В nn 10.1 и. 
10.4 все рассматриваемые многообразия предполагаются локально 
конечномерными; если они отделимы, то они локально компактны. 


10.1. Мера, являющаяся модулем дифоберенциальной 
формы 


Обозначения. Через u обозначается мера Kap: ( Hnmeep., гл. УП, 
$1, n° 2) на аддитивной группе ρολ К. Через и?” обозначается ме- 
pau ®... Фи на К” и через uf” — ее ограничение на открытое 
подмножество U в К”. Для а € Кчерез mod (а) обозначается модуль 
элемента а (Интегр., гл. УП, § 1, n° 10, и Комм. алг., гл. УТ, $ 9, 
n° 1). Если К = В, то mod (а) = |а|; если К = С, то mod (а) = 
= | а; если К ультраметрично, то mod (a) = 4 °®, где 4 означа- 
ет число элементов поля классов вычетов поля К и Ὁ — нормирован- 
ное дискретное нормирование поля К (Комм. hs гл. NIE 
п? 1, предл. Ι).. 


10.1.1. Пусть U u У — открытые подмножества в K uf: U>V— 
отображение класса С”, гдег € Nx. Пусть x Е И; якобианом οτο- 
бражения f в X, который обозначается через Jac, (1), называется 
определитель линейного отображения Df (x), являющегося произ- 
водной отображения fB x. Через Jac (f) обозначается функция X re 
н> Jac, (ἢ; функция mod (Jac (f)) является непрерывной функцией 
на U с положительными вещественными значениями. 


10.1.2. (Замена переменного в интегралах.) Сохраняя предположе- 
ния из 10.1.1, предположим, что f есть изоморфизм класса C’ 
многообразия U на многообразие У. ‚ Тогда образ меры 


mod (Jac N). оо" относительно f ecmb и"; для всякой непре- 
рывной функции с компактным носителем ф: У -> С имеем 


(1) ΠΡ и" (у) = \ φ (f (x)) + mod (Jac, (f)) в®" (x). 
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10.1.3. Пусть Х — многообразие класса С’и À — подмножество 
в X. Говорят, что А локально пренебрежимо, если для всякой карты 
(И, φ, К") на многообразии X множество ф (А Г] U) является 
u ”-пренебрежимым (Hnmeep., гл. IV, $2, n° 2); это условие не зави- 
` ситот выбора ц, и достаточно проверить его для некоторого семейства 
карт, области определения которых покрывают А. Всякое множе- 
ство, содержащееся в объединении счетного семейства локально 
_ пренебрежимых множеств, локально пренебрежимо. 


Примеры. 


а) Всякое подмногообразие в X, имеющее коразмерность >| 
в каждой точке (т. е. имеющее пуетую BAYER локально 
пренебрежимо. 

b) Пусть g — функция класса С’на X, и пусть A, — множество 
таких точек ΧΕ X, что g (x) = 0; предположим, что внутренность 
множества A, пуста и что г = ὦ; тогда А, локально пренебрежимо. 

с) Пусть 7 : У — X — морфизм EEE класса С”, при- 
чем многообразие У есть объединение счетного множества компак- 
тов. Предполагается, что dim, У < dimpyX для всякого y € У. 
Образ при морфизме ] всякого локально пренебрежимого подмноже- 
ства в У есть локально пренебрежимое подмножество в Х. То же 
справедливо для образа при морфизме / множества точек, в KOTO- 
рых-[ He этален (первая теорема Сарда); в частности, если dim, У < 
< dimyyXÂ для всякого уЕУ, то f(Y) есть локально прене- 
брежимое подмножество в Х. 

4) Предположим, что К имеет характеристику нуль. Пусть 
Ё Y — X — морфизм многообразий класса С” (г Е Nx, г >»), 
причем Y есть объединение счетного множества компактов. Пусть 
С — множество точек в Y, в которых f не является субмерсией (кри- 
тические точки). Тогда | (С) есть локально пренебрежимое под- 


‚ множество в À (вторая теорема Сарда) '). 


10.1.4. Пусть X — паракомпактное многообразие класса С”. 
Ha X существует один и только один такой класс М эквивалент-. 
ных мер (Интегр., гл. У, $ 5, n° 6), что, какова бы ни была мера 


v € М и какова бы ни была карта с = (0, φ, К”) на X, обра 


при ф ограничения меры у на U эквивалентен, мере ии»: 
Говорят, что М есть канонический класс мер на X. Для того чтобы 
подмножество А в X было локально пренебрежимо (10.1.3), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оно было локально пренебрежимо (Ин- 
тегр., гл. IV, $ 2, n° 2) для некоторой (соотв. всякой) меры v € M. 


1) Когда К= В, достаточно предполагать, что .г > Hp (dim, X — dim, У); 
см., например, A.Sard, Bull. Am. Май. Soc., XLVIII (1943), 883—890. 


"ti dpi 
” ’ ; 
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Если К = Киг=2 в (соотв. К = В или Си г = о, соотв. К ультра- 
метрично), то существует такая мера v € М, что для всякой κόνις 
c= (U, φ, К’) πα X плотность меры ? (νυ) по отношению к USE 


всюду > 0 и принадлежит классу C’”' (соотв. принадлежит клас- 


су С”, соотв. локально постоянна). Если v и v’ — две такие меры, 
то плотность меры v’ MO отношению к V всюду > 0 и принадлежит 
классу С” Τ᾽ (соотв. принадлежит классу С”, соотв. локально по- 
стоянна). Έτ 


10.1.5. Пусть X — многообразие класса С’, пусть T’ (X) — κο- 
касательный пучок на X (8.2.2), и положим Q = det (T’ (X)) 
(7.9.9). Векторное расслоение Q имеет ранг | в каждой точке; если 
Х — чистое многообразие размерности п, оно отождествляется с 
векторным расслоением Alt” (T (X); Kx). Пусть ὦ — сечение рас- 
слоения 9 над X; допуская вольность речи, говорят, что ὦ есть 
дифференциальная форма максимальной степени на Х. Пусть с = 


= (U, φ, К”) — карта на X; обозначим через ul, ..., и” координат- 
ные функции на К”. Существует одна и только одна такая функция 


Ь на g (U), что о| И = g* (f,. dul A... A du”). Говорят, что 


Ὁ имеет локально интегрируемый модуль, если для всякой карты 


с = (0, 9, К”) на X вещественная функция mod (f,) : Ф (И) — В 


локально интегрируема относительно HE) (Интегр., гл. IV, 
$4, n° 11)); достаточно проверить это свойство для карт некоторого 
атласа многообразия Х. Если ὦ непрерывна и, в частности, если ὢ 
принадлежит классу С°, где $ Е Мк, $ < г — 1, то © имеет локально 
интегрируемый модуль. 


10.1.6. (Положительная мера, определяемая дифференциальной фор- 
мой максимальной степени.) Сохраним обозначения из 10.1.5 и 

предположим дополнительно, что Х отделимо и что @ имеет ло- 
кально интегрируемый модуль. Если с = (И, φ, К”) — карта на 
X, обозначим через v, меру на ф (U), являющуюся произведением 
меры и) на функцию mod (f,) (Интегр., гл. У, $ 5, n°2, οπρε- 
деление 2), и пусть а, — образ меры v, относительно @. Ha X 
существует одна и только одна такая ΜΕΡ8α, что для всякой карты 


с = (U, φ, К") на X ограничение меры & на U равно @,. Говорят, что. 
мера & есть модуль формы ὦ, и обозначают ее через mod (ω)μ. ITO. 


положительная мера. Кола K=R и и — мера Лебега, вместо 
mod (@), пишут | © |. 

Если Х — чистое многообразие размерности ви если а — Be- 
щественное число > 0, то mod (ώ)αμ, = α΄ mod (ω)μ. 


‚ 1) См, также Интегр., гл. У, $ 5, n° 1.— Прим. перев. 
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Пусть A — подмножество в Χ. Для того чтобы A было локально 
пренебрежимым (10.1.3), необходимо и достаточно, чтобы для вся- 
кого открытого в X подмножества U и всякой дифференциальной 
формы @ максимальной степени на U, ‘имеющей локально инте- 
грируемый модуль, множество А ἢ U было локально пренебрежи- 
мым для меры mod (в). 

Предположим дополнительно, что Х паракомпактно, и пусть. 
у — мера на X, принадлежащая каноническому классу: эквива- 
лентности M-(10. 1.4). Мера mod (@), есть мера с базисом v (Интегр., 
гл. \, $ 5, n° 2, определение 2). Для того чтобы она принадлежала 
M, необходимо и достаточно, чтобы множество таких ΧΕ X, что 
@ (x) = 0, было локально пренебрежимым. 


10.1.7. Пример. Пусть а — группа Ли над К конечной размерности 
п и © — дифференциальная форма степени п на (0, инвариантная 
относительно левых сдвигов и ненулевая. Соответствующая мера 
mod (w)4, есть тогда левая мера Хаара на локально компактной 
группе С. 

Если С — мультипликативная группа К*, Е качестве @ можно 
взять форму dx/x, и тогда mod (w), = (mod). u; см. Hnmeep., 
гл. УП, $ 1, n° 10, предложение 14. 


10.2. Ориентации 


Напомним, что в этом и последующих пунктах предполагается, 


что К = В. 


10.2.1. (Ориентация вещественного векторного пространства.) 
Пусть Е — вещественное векторное пространство конечной раз- 
мерности п. Через Or (2). обозначается множество ориентаций про- 
странства E (Alg., chap. УТ, $ 2, n° 7); элементы из Or (E) суть две 


. n 
замкнутые полупрямые векторного пространства det (E) = ЛЕ. 
Если € € Or (E), то другой элемент из Or (E) называется ориента- 
цией, противоположной к &, и обозначается через —E. 


Пусть 0—Е’ ЗЕ ЪЕ”->0 — точная последовательность 
(вещественных) векторных пространств конечной размерности; 
положим р’= аш Е’, р’ = dim Е”, и пусть & (coors. Eh 
ориентация пространства Ε΄’ (соотв. Е”). Обозначим через ξ΄Έ” 
(соотв. &’E) ориентацию пространства E, содержащую нену- 
левой (p’ + р”-вектор u’ A м” (соотв. 4” A u’), где и’ есть образ 

; р’ 


относительно Λα некоторого р’-вектора в Ε΄, принадлежать Е, 


а и” есть р”-вектор BE, образ которого относительно ЛВ принадлежит 
=" (Alg., chap. VI, $ 2, n° 7). Если Е = E’ x E”, причем & u В суть 
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канонические отображения, говорят, Что se" есть произведение 
ориентации E' u ориентации ξ΄. νος 


10.2.2. (Пространство ориентаций.) Пусть В — топологическое 
пространство и М — вещественное векторное расслоение с базой 
В (в топологическом смысле — см. $ 6, примечание на стр. 70), 
имеющее конечный ранг (7.1.6). Пусть Ory — множество, являю-. 
щееся суммой множеств Or (М,) для 6 Е В, и пусть л: Ory > В. — 
такое отображение, что л (Or (M,)) = {5}. Ha Огм существует 
одна и только одна такая структура топологического пространства, 
что: 


а) л непрерывно. 

b) Если $ — непрерывное сечение расслоения det (М) над οτ- 
крытым в В подмножеством U, нигде не обращающееся в нуль, и 
если & ($ (b)) — ориентация пространства“ M,, определяемая эле- 
ментом $ (5) из det (M,), το отображение b +» Е ($ (b)) из U в Огм 
непрерывно. 


Пространство Ory называется пространством ориентаций 
расслоения М. Группа {==1} действует на Ory по формуле ξ-» HE 
(10.2.1). Четверка (Огм, {+ 1}, В, x) есть главное расслоение (6. 2.1) 
с базой В и структурной группой {=1}; проекция π: Огм > В 
определяет изоморфизм из Огм /{5Ε1} на В; см. n° 6.2. 

Когда В наделено структурой многообразия, Огм наделяют 
структурой многообразия, являющейся обратным образом относи- 
тельно л структуры многообразия на В (5.8.1); определенное выше 
расслоение есть тогда расслоение многообразий, и морфизм л эта- 
лен. 


10.2,3. Сохраним предположения из 10.2.2. Ориентацией векторного 
расслоения М называется непрерывное сечение ξ: В — Ory про- 
екции л: Огм — В. Говорят, что М ориентируемо, если оно об- 
ладает ориентацией; к этому же сводится утверждение, что рассло- 
ение Ory тривиализуемо, т. е. изоморфно В X {+1}. Если В связ- 
но и непусто, всякое ориентируемое векторное расслоение имеет 
две противоположные друг другу ориентации. 

Когда М сводится к 0, расслоение det (М) есть тривиальное рас- 
слоение Rz, и Огм отождествляется с Or (В) X В; расслоение М 
обладает канонической ориентацией, отвечающей положительной 
полупрямой в В. 


10.2.4. (Ориентация многообразия.) Пусть X — локально конеч- 
номерное многообразие над В класса С”, и пусть T (X) — его каса- 


тельное расслоение. Через X обозначается многообразие Orr(x); 
группа {==1} действует собственно и свободно на X, и X/{+1} 
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отождествляется с X; слои проекции π: Ἆ-» X. суть множества 
Or (T (X)), где x Е X. Ориентацией многообразия Х называется ори- 
ентация расслоения T (Χ), другими словами, непрерывное сечение 


расслоения Х; такое сечение принадлежит классу С’. Говорят, что 
X ориентируемо, если оно обладает ориентацией. Всякое много- 
образие размерности нуль ориентируемо и обладает канонической 
ориентацией (10.2.3). 


Пусть & € Xux=n (€)—ero o6pa3 B X; отображение Γε(π): T (NE 
—T, (A) есть изоморфизм; оно позволяет отождествить. Е с эле- 


ментом Е из Or (T:(X)). Отображение * +> Е есть ориентация мно- 


гообризия Х, называемая канонической; в частности, Х ориентиру- 
емо. 


10.2.5. (Ориентация морфизма.) Пусть Х и У — два локально 
конечномерных многообразия, и пусть f: À — У—морфизм MHOTO- 


образий. Ориентацией морфизма j называется морфизм f: X — 
— У, делающий коммутативной диаграмму 


ХУ 
Y, À 
X 24¥. 
и согласованный с действием группы {HI}. 


Если eo ориентация морфизма } и если  — ориентация MHO- 
гообразия У’, то существует одна и только одна такая ориентация ξ 
многообразия Х, что диаграмма 


о Sos 
X —- У 
$1 f nf 

X —+ У | | 
коммутативна. Говорят, что ориентация E ассоциирована с ἡ пос- 
редством f. 
Примеры 


а) Если У сводится к точке, то задание ориентации морфизма 
Î эквивалентно заданию ориентации многообразия À. 

Ὁ) Предположим, что f этален. Для всякого x € X отображение 
T,, (f) есть изоморфизм из T, (X) на Thx) (У) и определяет (посред- 
CTBOM переноса структуры) биекцию 


Or TR) + Or (Ten (У). ee 


Семейство отображений he определяет ориентацию f: X > Y 
морфизма f, называемую канонической. Е 
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с) Более общо, предположим, что [ — сибмерсия, и пусть a — 
ориентация расслоения T (Χ/Υ) (8.1.3). Пусть x € X и § — ори- 
ентация пространства T, (X): Положим y-= f (x); имеет место точ- 
ная последовательность (8. 1.3) 


OT (ХЛ) TXT, (Y) > 0, 
и, стало быть, существует одна и только одна такая ориентация 
fa (Θ᾽ пространства Τ, (У), что & = 2 (Е) а (x) (10.2.1). Отображение 
fa: X — Ÿ ect ориентация морфизма Ё говорят, ‘что она ассо- 


циирована с а. Отображение α-» = есть биекция множества 
ориентаций расслоения` Т (Х/У) на множество ориентации морфи- 
зма {. 

а) Если fi: X—Y — иммерсия, то ориентации морфизма } 
соответствуют ориентациям нормального расслоения Kf. 


10.2.6. (Ориентация произведения.) Пусть X, (соотв. Χο) — ло- 
кально конечномерное многообразие и &, (соотв. &) — ориентация 
многообразия X, (соотв. Χο). Пусть X = X, X X,. Отображение 
(X1, Χο) > E, (Χι) & (X) (10.2.1) есть ориентация многообразия Χι X 
X X,, называемая произведением ориентаций & и & и обозначае- 
мая через && или & © ξ». 

Предположим, что X, (i. = 1, 2) — чистое многообразие размер- 
ности n,. Канонический изоморфизм X, X X, —X, X X, пре- 
образует ξι © & BE © (соотв. в —E, © &), если одно ‘из чисел 


‚ п; четно (соотв. если Ny и Ng нечетны). 


10.2.7. (Комплексный случай.) Пусть Е — комплексное векторное 
пространство конечной размерности и FR — нижележащее вещест- 
венное пространство. Пусть {е1, ..., &,} — базис в F; тогда {е, 
ler, C2, 16, ..., Em {ет} есть базис в FR, и ориентация пространства 
Fr, определяемая 2m-BeKTOPOM 


ει Aie Ale Aie À ... A em A ems 
не зависит OT выбора базиса {е1, ..., е„} в F; говорят, что это ориен- 
тация пространства Ев, определяемая данной комплексной стриук- 
турой. Если F есть прямая сумма двух подпространств G и Η, то 
ориентация пространства Ев = Gr Ф HR есть произведение ориен- 
таций пространств Св и HR. 

Пусть Х — вещественное локально конечномерное многообра- 
зие, наделенное почти комплексной структурой (8.8.3). Для всякого 
x € X пусть & (x) — ориентация пространства T, (X), определяе- 
мая его комплексной структурой. Отображение x +» Ё (x) есть 
ориентация многообразия Х; говорят, что она определена почти 
комплексной структурой. В частности, мы наделяем вещественно- 
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аналитическое многообразие X, лежащее ниже локально конечно- 


мерного комплексно-аналитического многообразия X”, ориента- 


цией, определяемой ассоциированной почти -комплексной структу- 
рой (8.8.6). Если заменить данную структуру комплексно-аналити- 
ческого многообразия Ha X .ee сопряженной (5.4.12.b)), эта ориен- 


тация умножится на функцию X He (—1)dim;X°, 


10.2.8. Примеры 


а) Пусть Е — конечномерное вещественное векторное NPOCTPAaH- — 


ство. Вещественно-аналитическое многообразие, определенное про- 
странством E (5.2.2), ориентируемо. Точнее, отображение E +» & (0) 
есть биекция множества ориентаций этого многообразия Ha Or (ЕЁ). 
В частности, многообразие В” имеет каноническую ориента- 
п à © п 
цию ξ΄, определяемую полупрямой Rie, A... Ле, в Or (R). 
Ὁ) Пусть X — сфера с центром в 0 и радиуса >0 в В"; это под- 
многообразие в В”. Для всякого x € X ‘пространство T, (В”) = 


= В" есть прямая сумма прямой Вх и гиперплоскости T, (X). 
Пусть n, — ориентация Rix прямой Вх («внешняя нормаль») и 
&, — единственная такая ориентация пространства T, (X), что про- 
изведение ориентаций η, и &, есть ориентация Ё" пространства В". 
Отображение x re Ё, есть ориентация многообразия.Х, называе- 
_ мая канонической. 

с) Пусть X — связное многообразие и G — дискретная группа, 
собственно и свободно действующая на X. Для того чтобы X/G 
было ориентируемо, необходимо и достаточно, чтобы Х было ориен- 
тируемо и чтобы действие группы Ω на множестве ориентаций мно- 
гообразия Х было тривиальным. 

4) Вещественное проективное пространство P,-1(R) отожде- 
ствляется с фактором сферы S,_; по группе {==1}, действующей 


по формуле x +» x; оно ориентируемо, если п четно, и не ориенти- 


руемо, если п нечетно. 
6) Всякий фактор группы Ли по связной подгруппе Ли ориенти- 


руем. 
10.3. М-скрученные дифференциальные формы. 


10.3.1. Пусть X — вещественное многообразие класса С’и M —. 


векторное расслоение конечного ранга с базой X и класса С", где 
О < А <r. Пусть Ам = (Orm, {#1}, Χ, .π) — главное расслоение, 
ассоциированное с многообразием ориентаций расслоения М 
(10.2.2). Заставим структурную группу {==1} действовать на В 


умножением. Через Вм обозначается расслоенное пространство, 
ассойиированное с Ay, со слоем типа R (наделенным определенным 
выше законом действия) (6.5.1); оно наделено (7.10.2) структурой 
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| | a k 
векторного расслоения ранга | с базой X и класса C m называется 
расслоением М-скрученных скаляров. 


_10.3.2. Имеем коммутативную диаграмму 


Огм Х = Ru 
κ A 5 
Огм u 


где р означает каноническую проекцию из Ru на X, р — реперное 
отображение (6.5.1) для Вмиф (&) = p (E, 1) дляЕЁ Е Ory. В частности, 


обратный образ расслоения Ry относительно л отождествляется с 
тривиальным расслоением Огм Х В. Точно так же отождествляется 


элемент ξ из Ory со своим образом B Ry при Φ; при этом согла-. 
шении р (Е, а) = а& для всякого °(&, а) Е Orm X В; тогда αξ = 
= bn, если и только если существует такой элемент е € {HI}, что 
р = а и\ц = е. Ориентация & расслоения М ‘определяет тем 


самым сечение X re & (x) расслоения Ru. 
Существует один и только один такой изоморфизм | из Вм © 


@ Вм Ha тривиальное расслоение Вх = Х Х В, что ER) = 
= (x (2), 1) для всякого & € Ory; это позволяет отождествить век- 


торное расслоение Вм с дуальным к нему расслоением. 


10.3.3. Пусть дополнительно F — векторное расслоение с базой 
X и класса C7. Дифференциальная форма на X со значениями 


в Ru ХЕ называется М-скрученной дифференциальной формой 
со значениями в Е. Такая форма степени р есть сечение расслоения 


Alt? (T(X); Ru & Е), которое очевидным образом отождествляют с 


Ru & Alt’ (T (X); F). Если Е — тривиальное расслоение, определяе- 
мое банаховым пространством E, говорят просто о М-скрученной 
форме со значениями в Е; если Е =С (соотв. В), говорят о 
М- -скрученной комплексной форме (соотв. М-скрученной веществен- 
ной форме, или М-скрученной форме). 

_ Пусть ὦ есть М-скрученная форма степени р со значениями 


в Р. То обстоятельство, что π: Ory > Х этально и что л* (Вм) => 
= Ory x В, позволяет отождествить л* (Ru X Alt? (T (X); Ε)) с 


Alt? (T (Огм); л* (F)), и ὦ определяет сечение ® расслоения 


АН? (Т (Огм); π΄ (F)) (7.4.3); другими словами, ὦ определяет диффе- 
ренциальную форму степени р на Огм со значениями вл* (F). Таким 
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путем получаем биекцию пространства М-скрученных форм сте- 


пени р на X со значениями в F на пространство таких форм @ сте- 
пени р на Огм со значениями в л* (F), что 


ῶ (—& = — ῶ (=) для всякого EC Огм. 
Если М наделено ориентацией Ё отображение w+ EQ © 


позволяет отождествить сечения расслоения Alt” (T (X); F) (дру- 
гими словами, обычные дифференциальные формы степени, р) с 
М-скрученными формами степени р со значениями в Р. 


10.3.4. Пусть ὦ есть М-скрученная дифференциальная форма сте- 
пени р на X со значениями в банаховом пространстве E, принадле- 


жащая классу С’ (1 <s < inf (k, г — 1)). Ha X существует одна и 
только одна такая М-скрученная дифференциальная форма do 
степени р + | со значениями в E, что каковы бы ни были открытое 
в X подмножество U, ориентация & расслоения М | U и диффе- 
ренциальная форма α на U, такие, что ὦ | U = Ё © а, справедливо 


равенство do | И = E@ da. Форма dw принадлежит классу С°"; 
она называется внешним дифференциалом формы ὦ. 


Если обозначить через ὢ (соотв. do) дифференциальную форму на_ 


Ory, отвечающую форме w (соотв. dw), как в 10.3.3, το а (0) = do 


Если & — векторное поле класса С° Ha X, аналогично определя- 
ется М-скрученная форма & . ©. Имеем 


0;.® = ἆ(ἑ(ζ ὦ) +i do, 


—1. 
и θε, Ὁ принадлежит классу С””. 


10.4. Мера, accouuuposannan co скрученной 
‚дифференциальной формой 


Напомним, что в этом пункте мы предполагаем, что К = Ви все 
рассматриваемые многообразия локально конечномерны. 


. 10.4.1. Пусть X — многообразие класса С’. Можно применить 


определения и результаты из п” 10.3, взяв в качестве М касательное 


расслоение T (X). Тогда Огм = X (10.2. 4); через Вх обозначается 


расслоение Rr X) ‚которое называют просто расслоением скрученных 
скаляров (10.3.1) '); Т (Х)-скрученная дифференциальная `форма 
со значениями в векторном расслоении Е называется просто скру- 

À Предостерегаем, что это обозначение находится в противоречии с обозначе- 


нием Re если À считается наделенным ERFSEIDOR векторного расслоения ранга 
0 над самим собой, 
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ценной (или нечетной) дифференциальной формой со значениями 
BF. Если X наделено ориентацией, отображение ὦ -» £ © ὦ по- 
зволяет отождествить обычные дифференциальные формы (иногда 
называемые «четными») со скрученными формами. 


10.4.2. Пусть fi X->Y — морфизм многообразий класса C’, и 
пусть f: u ориентация морфизма f (10. 2.5). Существует 
один и только один такой изоморфизм j из f* (Ry) Ha Rx, что X = 


= i(n (x), f (x) для всякого X € X. Эти два’ расслоения отождест- 
вляются с помощью |. Если © — скрученная форма степени р Ha 
У. со значениями в векторном расслоении F, то обратный образ f*o 
отождествляется со скрученной дифференциальной popmo степени : 


p πὰ на X со значениями в [* (F). Если обозначить через ὦ (соотв. 
a Ἔ (6) дифференциальную форму на у (соотв. Хх), отвечающую, 
как в 10.3.3, форме ὦ (соотв. f* (w)), то fr (о) = PX (0). 3 

Если F — тривиальное расслоение, определенное некоторым 


банаховым пространством, то операция /* коммутирует с внешним 
дифференцированием (10.3.4). 


10.4.3. Пусть Х — чистое многообразие размерности п и ® — скру- 
ченная дифференциальная форма степени п на À со значениями в. 


банаховом пространстве Ε. Пусть с = (U, φ, В”) — карта на X и 
= — каноническая ориентация пространства В”; обозначим через 


ul, ..., и" координатные функции на В”. Ha ф (U) существует одна 
и только одна такая функция ], со значениями BE, что. 


o|U = p*(E"Qf,.dut À ... Лам’). 
Говорят, что ὦ локально интегрируема, если для всякой карты 
с = (И, p, В”) на X соответствующая функция f, локально ин- 


тегрируема по отношению к AQU) (где A означает лебегову меру на 
К). Предположим, что это так и что Х отделимо. На Х ‘существует 
одна и только одна векторная мера α (ὦ) со значениями в E, облада- 


ющая следующим свойством: для всякой карты с = (U, 9, В”) 
Ha À образ при. ф ограничения меры & (w) на U есть мера 
К.Л (Интегр., гл. УТ, $ 2, n° 4). Говорят, что & (w) есть ме- 
ра, определенная формой в, и ee чаще всего обозначают просто 
через ὦ. Носитель меры α (ὦ) содержится в носителе Supp ὦ формы 
ὦ (если назвать носителем дифференциальной формы © замыкание 
множества таких ΧΕ Х, что ὦ (x) & 0). 

Если ] — вещественная функция на Х, локально интегрируе-. 
мая по мере & (@), то ` дифференциальная ‘форма [ο локально ин- 
evap yee ua (fo) =/. a (0). | 
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Если © — вещественная функция на Х, существенно интегри- 
руемая по мере @ (@), то ее интеграл, как правило, обозначается 


через J go, или (go, ИЛИ fg (x) ὦ (x); om ‘обозначения интеграла 


an [ο do мы воздерживаемся ввиду опасности путаницы с 
внешним дифференциалом dw формы ὦ, который определен (и, впро- 
чем, равен 0), если Ὁ принадлежит классу С". Если А — подмноже- 
ство в Χ, характеристическая функция PA которого существенно ин- 


| тегрируема по мере « (ὦ), то интеграл функции PA обозначается че- 


рез | ὦ. Если константа 1 существенно интегрируема по “MÈRE 


a (o), говорят, что ὦ интегрируема. 


_ Пусть теперь р — целое число, причем 0 < р < п, ио — скру- 
ченная дифференциальная форма степени р на Х со значениями в 
банаховом пространстве Е. Пусть, кроме того, У — чистое под- 
многообразие размерности р в À; предположим, что каноническая 
инъекция i: Ÿ — X наделена EE Обратный образ i*(w) 


(10.4.2) обозначается. ‘иногда через © | У. Если ὦ | У интегрируема, 
полагаем 

| ὦ = | oY. 

у у 


10. 4.4. Пусть Х — чистое многообразие размерности п, наделенное 
некоторой ориентацией Е Отождествление в ++ ER) ὦ обычных 
дифференциальных форм и скрученных дифференциальных форм’ 
позволяет применить вышеизложенное к формам степени п на Х; 
таким образом, со всякой локально интегрируемой формой ὦ сте- 
пени п ассоциируется мера Ha X, обозначаемая также через в. 
Если Е = К, такая форма ® имеет локально интегрируемый 
модуль (10.1.5), и соответствующая мера mod (ώ)μ (10.1 .6) есть не 
что иное, как норма | © | меры ὦ (Интегр., гл. III, $1, n° 6). 


10.4.5. Пример. Пусть Х — чистое вещественное многообразие раз- 
мерности 1, ориентированное и отделимое, и пусть 2: X —C — 
дифференцируемое отображение из Х в С. Комплексная дифферен- 
циальная форма dz определяет на À комплексную меру, также обо- 
значаемую через 42. Это применимо, в частности, в случае, когда 
Х есть чистое подмногообразие размерности | в С, где г — инъекция 
из X BC, | 

Более частным образом, возьмем в качестве X окружность 
с центром в 0 и радиуса о >> 0; ориентируем À как указано в 
10.2.8, Ὁ), приняв во внимание обычкое отождествление С с R?; 
если ΧΕ X, TO касательное пространство T, (X) отождествляется 
с прямой Rix в Т, (С) = С, и выбранная ориентация есть полупря- 


_ мая В 4х. Если f — непрерывная функция на X со значениями в 


10.4 МЕРА, АССОЦИИРОВАННАЯ CO СКРУЧЕННОЙ ФОРМОЙ es 147 


комплексном банаховом пространстве, TO интеграл функции | πο 
мере 42 задается формулой 


| [ (2) dz = ip | Е (ое) e'*de. 
Χ 0 


Например; если п — целое число, то e 


Eon -[% если п 2—1, 


| 212 = р" | ertlia gu — 
x § 2in, если n= — |. 


10.4.6. (Комплексный случай.) Пусть X” — отделимое чистое комп- 
лексно-аналитическое многообразие размерности ти ® — голо- 
морфная дифференциальная форма степени m на X”. Пусть X — 
вещественно-аналитическое многообразие, лежащее ниже Х°; фор- 
ма @ отождествляется с формой типа (m, 0) на X (8.8.9); пусть ὦ — 


сопряженная к ней форма (8.8.2). Форма i” @ A ὦ есть веществен- 
ная дифференциальная форма степени 2т на Х; с учетом канони- 
ческой ориентации многообразия Х (10.2.7) эта форма отождеств- 
ляется с мерой на Х, которая есть не что иное, как положительная 
мера mod (),, определенная в 10.1.6, где и — мера, определенная 
дифференциальной формой i dz /\ dz, другими словами, удвоение ле- 


беговой меры A®* на С (отождествленном с В? обычным образом). 
Пусть Н — пространство таких голоморфных форм @ степени 


т на X”, что мера ὢ Λ Ὁ ограничена. Для a, В из Н комплексная 
мера ο Л В ограничена; полагая 


(|B) = Va AB, 


получаем эрмитову форму Ha H, превращающую H в гильбертово 


пространство. 


ES ee ee RS PR AT D Saad ARE Ξέρεις а: = 3 


§ 11. Формула Стокса 


В этом параграфе предполагается, что К = В. 


- ПА. Куски 


11.1.1. Пусть Е — банахово пространство. Подмножество $ в 
Е называется. замкнутым полупространством, если существуют 
такие непрерывная линейная форма h = 0 и вещественное число À, 
что 5 = {x|h(x) < k} (см. Esp. vect. top. chap., ὃ 2, n° 6 ')); 
тж полупространства ὃ есть тогда замкнутая гиперплоскость 
{x ] h (x) =}; ee также называют краем OR YEPOCTPEHEHER 
S и обозначают через 05. 


11.1.2. Пусть X — многообразие класса С’и А — подмножество 
в Х. Говорят, что А есть кусок многообразия Х, если для всякого 
а Е А существует такая карта с = (И, φ, Е) на x ва, что ф (A ῃ 
Г] U) есть открытое подмножество Ор замкнутого полупро- 
странства в Е. Положим ДА = А — А (множество невнутренних 
точек в A). Это подмногообразие в А, которое называется краем 


куска A’). Если а € OA, существуют центрированная в а карта. 
(И,ф, Ε) на X и замкнутая гиперплоскость HB Ε, такие, что φ (ΑΠ 
Г] U) есть открытая окрестность нуля в одном из замкнутых полу- 
пространств S, пространства E, определенных гиперплоскостью 


H (Esp. vect. top. chap. II, 8 2, n°6°)), и что ф ОАПИ =F) 
Π Ф(А N U). Такая карта называется приспособленной к A ва. Замк- 
нутое полупространство $, есть тогда единственное замкнутое по- 
лупространство в E, в котором φ (А ῃ 'U) открыто. 


1) См. также Ton. вект. np., гл. II, $1, n° 6.— Прим. перев. 

2) Эта терминология возникает благодаря Tomy, что А естественно наделено. 
структурой «многообразия с краем» с краем ОА. По поводу определения категории 
таких многообразий, равно как и более общей категории «многообразий с углами» 
(«variétés а bord anguleux»), читатель может обратиться к Н. Cartan, Séminaire 
1961/1962, Topologie Différentielle, exposés 1—2—3 (par А. Douady), Benjamin, 
New York, 1969. Отметим, что, как можно показать, всякое «многообразие с краем», 
край которого паракомпактен, изоморфно замкнутому куску некоторого много- 
образия. 

3) См. также Ton. вект. np., гл. 11, 8 1, n° 6.— Прим. перев. 


ρα τον, аи АЕ EI ER Far 27 y= een re ae PAS Den er τ at ét RTE Я ея = А. et Е = ас т Tes FR EI os ST ES 
δεν πάτα 7 > . м": 2 > ντ ἘΝ = = p gr реа τες Dr - > pe = 
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Для того чтобы замкнутое подмножество А в Х было куском, 
необходимо и достаточно, чтобы А было плотно в А и чтобы А — А 
было подмногообразием в X коразмерности | в каждой своей точке. 


11.1.3. Примеры 


а) В R° замкнутый шар радиуса >>0 является куском; его 
край есть соответствующая сфера. 

Ὁ) Если А — кусок многообразия X и Β — замкнутое под- 
множество в OA, то А — В есть кусок многообразия X. 


с) Пусть φ: X ax — морфизм многообразий класса Е 


A’ — кусок многообразия X’. Если ф трансверсален к ОА” (5.11.6), 
то ф (A’) является куском многообразия X, край которого есть 
gp ΘΑ’. | 

В частности, пусть h: Χ-» В — функция класса C’ u a € R: 
предположим, что не существует такого ΧΕ X, что A(x) =аи 
и d,h = 0. Множество {x|A(x) <a} есть замкнутый кусок 
многообразия X с краем A (a). | 

d) Если г = © u если X локально компактно, то всякий KOM- 
пакт в Х допускает фундаментальную систему окрестностей, об- 
разованную компактными кусками. 


11.1.4. Пусть X — многообразие класса С’ и À — кусок много- 
образия X. Пусть, далее, а Е ДА, 9 ЕТ, (A), с = (0, φ, Е — 
карта на X, приспособленная к А ва (11.1.2), ий = 0; ' (0) — эле- 
мент из Е, отвечающий Ὁ (5.5.1). Рассмотрим в E замкнутое полу- 
пространство S,, в котором ф (А f) И) открыто (11.1.2). Говорят, 
что оесть входящий (соотв. строго входящий, соотв. выходящий, 
соотв. строго выходящий) вектор для А ва, если В принадлежит Se 


(соотв. $; —S,, =$,); это условие не зависит OT выбора приспо- 


собленной карты с. Через Tz (А) (соотв. Tz (А)) обозначается мно- 
жество выходящих (соотв. входящих) векторов из T, (Х) для кус- 
ка А. Это замкнутые полупространства в T, (À), край которых 
содержит 0. Имеем 


Τ᾽, (24) = ΤΖ (А) ῃ Tz (A). 


11.2. Формула Стокса для кусков 


В этом пункте через X обозначается‹отделимое чистое конечно- 


мерное многообразие размерности пи класса С” (г > 2). Через A 
обозначается кусок многообразия Х и через { — каноническая инъ- 


екция края ОА в Х. Через Е обозначается некоторое банахово про- 


странство. 


я STE ee ОНЫЙ 
Be Tee en 
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15.2.1. Пусть x € 0A = Е — ориентация пространства T, (0A); 


через i, (£) обозначается ориентация пространства Т, (Χ), содер- 
жащая элементы вида 9 Λ и, где о — строго выходящий вектор 


для А вх (11.1.4), аи — ненулевой элемент из и ταῦ (OA), принад- 
лежащий ориентации &. Отображение i, есть биекция из Or (T, (0A)) 
на Ог (Tt. (X)). Совоку пность отображений i, при x € ОА опреде- 


ляет морфизм i: OA — X, который является ориентацией морфизма 
i (10.2.5). Если Е — ориентация многообразия Х, говорят, что ори- 


ентация края ОД, которая ассоциирована с & посредством i (10.2.5), 
определена ориентацией ξ. 


Пример. Если Х = В", Е — обычная ориентация пространства 
В" и A — замкнутый шар радиуса >0, то ориентация сферы OA, 
определенная ориентацией &, есть каноническая ориентация 
(10.2.8, b)). 


11.2.2. Пусть © — скрученная дифференциальная форма степени 
р на X со значениями в Е (10.4.1); обратный образ i* (©) формы 
относительно ориентированного морфизма i: ДА -- X обозначает- 
ся через © | ДА и называется формой, индуцированной формой w 
на OA (см. 10.4.3). 


11.2.3. Сделаем одно из следующих двух предположений: 


(i) ὦ есть скрученная дифференциальная форма степени п — | 
на Х со значениями BE; 

(ii) X ориентировано, OA наделен соответствующей ориентацией 
(11.2.1) и © есть дифференциальная форма степени п — 1 на Х со 
значениями BE. 


Предположим дополнительно, что Ὁ принадлежит классу Οἱ 
и что пересечение куска А с носителем формы © компактно. Внеш- 
ний дифференциал do формы © непрерывен (8.3.5 и 10.3.4). Харак- 
теристическая функция множества А существенно интегрируема 
по векторной мере, определенной Dr do на X, и дифференци- 
альная форма в |0А степени п — 1 на ОА интегрируема (10.4.3 и 
10.4.4). Тогда 

J do — | © (формула Стокса). 
дА 

11.2.4. Пусть & — скрученная дифференциальная форма степени 
п Ha X со значениями в Е с компактным носителем и класса Οἱ, 


Для того, чтобы существовала скрученная дифференциальная форма 
Ὁ степени n — 1 на À со значениями в E с компактным носителем 
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и класса GF; такая, что A = do, необходимо, чтобы ja = 0: если 


Х связно, это условие является достаточным; если 7 тому же α 
принадлежит классу Ok<r— 1 Ё- 9), можно выбрать форму 
@ класса С". 


11.2.5. Предположим, что Х — вещественное многообразие, ле- 
жащее ниже С, что Е — комплексное банахово пространство и что 
А — компактный кусок многообразия Х. Наделим Х ориентацией, 
определяемой его комплексной структурой (10.2.7). Пусть } — не- 
прерывное отображение из А в E, ограничение которого Ha внутрен- 
ность А куска А голоморфно. Обозначим через dz дифференциал 
инъекции 2: ОА + С. Форма f. dz, произведение f u dz, есть диф- 
ференциальная форма степени | на OA со значениями BE класса С° и 


| f.d=0 | (формула Коши). 
дА 
Если f продолжается до голоморфного отображения, . также обо- 
значаемого через |, некоторой открытой’ окрестности И куска A 
со значениями в E, то дифференциальная форма ]. dz (где г означа- 
ет на этотраз каноническую инъекцию множества U в С) принад- 


лежит классу Ο на U, и ее внешний дифференциал равен нулю. 


11.2.6. (Производная от интеграла.) Предположим, что Х ориенти- 
ровано. Пусть У — многообразие класса С’и a — дифференциаль- 
ная форма степени п на У co значениями в Е класса C* и с ком- 
пактным носителем. Пусть / — открытое подмножество в В, co- 
держащее 0, и с: I X X—Y — морфизм класса С’; для {ΕΙ 
обозначим через g, отображение x =» g(t, x) из Хв У. Обозначим 
черезр морфизм из X в Т (У), определенный формулой p(x) = 

= Ty,.(g) (1, 0); это поднятие морфизма gy (8.6.5). Предположим, что 
ограничение проекции pri: ГХ A— I на пересечение множества 
I x А с носителем формы g* (a) является собственным отображени- 
em (Общ. топ., 1968, гл. I, $ 10). Для всякого ¢ € | пересечение 


* 5 
множества À с носителем формы g;(@) тогда компактно; отображение 
* Dr 
[> | g (@) принадлежит классу C! на /, и его производная в 
А > 


нуле задается формулой 


| a ({ei@) = [ee wants ine 
ср. сп” 8.6, | 


И О ре 
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11.3. Формула Стокса для локально полиэдральных 
множеств ') 


В этом пункте X означает чистое вещественное многообразие 
размерности п класса С’ (г > 2); оно предполагается отделимым. 


11.3.1. Пусть À — подмножество конечномерного вещественного 
векторного ‘пространства. Говорят, что A полиздрально, если оно 
есть конечное объединение конечных пересечений замкнутых полу- 
пространств. 

Подмножество А в X называется локально полиздральным, 
если для всякого ΧΕ X существуют карта с = (U, 9, Е) на X 
вхи полиэдральное подмножество A, BE, такие, что ф (А [|] И) = 
= p(U) NA.. Кусок. многообразия X есть локально полиэд- 
ральное подмножество. 


11.3.2. Пусть, А — замкнутое подмножество в Х, и пусть 
Fr (А) = А — А — его граница. Точка x € Fr (А) называется 
регулярной, если существует такая открытая окрестность U, что 
A [Г] U есть кусок многообразия U (в этом случае x принадлежит 
краю куска А ἢ U). Через OA обозначается множество регуляр- 
ных точек в Fr (А); оно называется регулярным краем (или просто 
краем) множества А. Множество A’ = А U OA есть кусок много- 
образия Х, и край его есть ДА. 


11.3.3.* Пример. Пусть % — локально конечное семейство гиперпо- 
верхностей аффинного вещественного пространства E конечной раз- 
мерности n и С — камера в Е относительно “ (Гр. u are. Ли, 
гл. \, 81, п°3). Замыкание С камеры С есть локально полиэдральное 
подмножество многообразия Е; регулярный край ‘множества С 
есть объединение граней камеры С (loc. cit., n° 4). В частности, если. 


С есть открытый симплекс (loc. cit., n° 6) с вершинами Ay ..., An; 
то край множества С есть объединение множеств Cy, (0 <i «ς п), 
где Си) — открытый симплекс с вершинами Ωρ, ..., Qi, Al, ..., An 


в аффинном пространстве, порожденном этими вершинами. , 
Say 2-3 


11.3.4. Пусть А — локально полиэдральное подмножество в Х 


и ὦ — скрученная дифференциальная форма степени п — | на X 
со значениями в банаховом пространстве ЕЁ; предположим, что фор- 
ма © принадлежит классу Οἱ и что пересечение ег носителя с А 


1) Читатель, интересующийся более общими случаями, может обратиться к 
книге X. Уитни, Геометрическая теория интегрирования, гл. ПП; $18, ИЛ, Μ., 
1960. 


NE 
и; $ 
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компактно. Тогда характеристическая функция множества А (co- 
отв. А’, А) существенно интегрируема относительно векторной ме- 
ры, определенной формой do Ha X, и 


Дифференциальная форма ®|дА (относительно канонической ори- 


ентации канонической инъекции подмногообразия OA, paccMaTpH- ~ 


ваемого как край куска А’, в X) интегрируема в OA u 


| do = Λο (формула Стокса). 
A A 


Если Х наделено ориентацией и если наделить соответствую- 
щей ориентацией ОА (11.2.1), то эта формула справедлива также, 
если @ — обычная дифференциальная форма степени п — | со 3Ha- 


_ чениями в E класса ΟἹ и такая, что А f) Supp ὦ компактно. 


11.4. Относительная формула Стокса (интегрирование 
вдоль слоев) . 


В этом пункте через Х и $ обозначаются два (вещественных) мно- 


гообразия класса С’ и через л: Χ-» $ — субмерсия. Через п 
обозначается целое число, и мы предполагаем, что для всякого s ES 


слой X, = x! (5) отображения x в $ (являющийся подмногообра- 
зием в Х (5.10.5)) есть чистое. подмногообразие размерности п. 


Maul. Пусть Е и Н — два векторных пространства, и пусть F — 


векторное подпространство в Н конечной размерности п. Пусть р — 


‘целое число 20, и — некоторое (п + р)-линейное знакопере- 
менное отображение из НР в Ey 1, ..., Ip — элементы из H/F; 


пусть А, ..., № — представители элементов I, ..., № в A. Отобра-. 


жение 
ln res с, Li ess A) 


есть И-линейное знакопеременное отображение из Ε΄ BE, которое 
зависит лишь OT U и от элементов &; оно обозначается через 
U | (4, ..., tp) (cm. Alg., chap. III, p. 158'), для частного случая 
Е = К). Отображение | | 

. (11, ...9 ty) He Ц = {45 ее. 9 ty) 


р-линейно и знакопеременно. 


ΟΜ. также Алг., гл. Ш, $ 8, n° 4.— Прим. перев. 
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11.4.2. (п-кручение.) Рассмотрим векторное расслоение T (X/S) 
‘Ha À (8.1.3); оно имеет ранг n в каждой точке х из X. Положим Rx = 


= Rrx/s) (10.3.1) и Χα = Οτηχ/ο; (10.2.2). Пусть s € $; с yue- 
том естественного отождествления расслоения T (X/S) | X, с T (X, 


(8.1.3) получаем, что слой в $ отображения It: Xz - 5, являюще- 
roca композицией отображения л и канонического отображения 


= — X, есть x (10.2.4). Назовем л-скрученной дифференциальной 
формой на Х любую Т (Х/5)-скрученную дифференциальную форму 
(10.3.3). - 


11.4.3. (S-opuenmayua S-moppusma.) Пусть X’ ---- многообразие, 
наделенное субмерсией л’: X’ -» 5, слои которой Х, суть чистые под- 
многообразия конечной размерности п’, и пусть ф: Х’- X — та- 
KOH морфизм, что я --ποφ. Назовем S-opuenmayueü морфизма 


ф морфизм φ: KHK коммутирующий с действием группы {=1} 
и такой, что диаграмма 


@ A FE X 
коммутативна. Задание $- ‘ориентации морфизма. φ позволяет, как 


в 10.4.2, отождествить расслоения Rx иф* (Rx) и определить обрат- 
НЫЙ образ л-скрученной дифференциальной формы относительно 
3-ориентированного морфизма ф: он является л’-скрученной диф- 
ференциальной формой на X". 


11.4.4. Пусть А — такой кусок многообразия Х, что ограничение 
отображения л на ОА есть субмерсия. Для всякого $ Е $ слой X, = 


—=л (s) есть подмногообразие в X, трансверсальное к OA, и А El 
ῃ X, есть кусок многообразия X,, обозначаемый через A, с краем 
ΟΑ͂ N A. 

Пусть {i — каноническая инъекция края ΟΑ в Х. Существует 


одна и только одна такая 5-ориентация i морфизма i, что для вся- 
кого $ € S ограничение морфизма i Ha подмногообразие (0A,)” 


(которое отождествляется со слоем в $ субмерсии δ 04 — 5) 
есть ориентация канонической инъекции подмногообразия OA, в 
X, определенная в 11.2.1. Ecru © есть л-скрученная дифференци- 
’альная форма на X, то обратный образ формы Ὁ относительно так 
ориентированного морфизма {обозначается через в | ОА (cp. с 11.2.2). 


11.4.5. (Внутреннее произведение.) Пусть р — целое число >0 u 
« — некоторая л-скрученная дифференциальная форма степени 


- 
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п + р на X со значениями в векторном расслоении E и с базой X. 


`Пусть SES ихЕХ,; тогда о (x) = Е © и, где § — ориентация 


пространства T,(X,) = Т (X/S),, отождествляемая. с элементом 


ИЗ (Rx x = (Rx), (10.3.2), и где и есть (п + р)-линейное знакопе- 


ременное отображение из T,(X) в E,. Пусть Ц, ...,  — Kaca- 
тельные вектора к S BS. Положим 


O(x) = ® (и (hy ..., 4) Е (Rx) ® Alt” (T(X); Е), ') 


(см. 11.4.1). Этим определяется скрученная дифференциальная фор- 

ма 0: x re 0 (x) степени п Ha X, со значениями в E | Χ.. Ee обозна- 
чают через © | (4, ..., tp). | 

В частности, пусть М — векторное расслоение класса ce 

с базой 5, и положим Е = n* (М). Расслоение Ε | X, естественно 
отождествляется с тривиальным расслоением с базой X. ο определен- 
ным банаховым пространством М, и форма ® |_ (4, ..., &) ото- 
ждествляется со скрученной дифференциальной формой на Х, со 
значениями в М... 


11.4.6. Сохраним предыдущие обозначения (в частности, E = 
= n* (M)) и предположим дополнительно, что À отделимо и что 
ὦ непрерывна. Пусть А — такой кусок многообразия X, что 
ограничение отображения л Ha ОА является субмерсией и ограничение 
отображения л на пересечение куска 4 с носителем формы ὦ соб- 
ственно. Для $ Е S и элементов À, ..., t, из Т, ($3) форма ® |_ (4, … 

.... fp) (11.4.5) есть скрученная дифференциальная, форма степени. 
п на Χ., непрерывная и со значениями в банаховом пространстве 
M, и ее носитель пересекается с A, по компагтному множеству. 
Существует одна и только одна такая дифференциальная форма а 
степени р на S со значениями в векторном расслоении М, что 


«(5 (tyy +. = | οἱ. 6, ds) 


каковы бы ни были € 5 u ty, u, tp BT, ($). Форма а обозначает- 


ся через | Ὁ (или просто tet o, если А = X); говорят, что | 


x | А 
она получается в результате ‘интегрирования формы ὦ no А вдоль 


слоев отображения п. Если ® принадлежит классу GF О<^< 
<r— 1, А < co), такова же и форма | ®. 
x | À 
Если © — ря степени < п, условимся; что | ey = 0. 
πὶ А 


1) Эта запись некорректна. На заменить AR (T (X); E), na Alt” (Г R As); 
E | X5s)x.— Прим. перев. : 
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11.4.7. Сохраним предыдущие предположения и _ обозначе- 
НИЯ. 
а) Для всякой непрерывной скалярной дифференциальной фор- 


МЫ 1B на ὃ имеем 
Ja Ле-Вл Го 


Ξ п] А 


Ὁ) Пусть η — непрерывное векторное поле Ha X и Ë — непре- 
рывное векторное поле на $, такие, что | л-связано сб (8.2.6). 
Тогда 

i) | o= | ime. 
x | À T | À 

с) Предположим дополнительно, что N, CH ® принадлежат клас- 
су С*, что n (x) Е Т, (OA) для всякого x € OA и что М есть триви- 
альное расслоение, определенное банаховым пространством Е. Тогда 

θε. | oO = | On. < 
π | Α΄ л|А 
(см. 842 u 10.3.4). 
а) Если ὦ имеет степень n+pu принадлежит классу С", то 


a( | ®)= | d+(—1y 3 ©|9A. 
rm |A a | A | 0A 

e) Предположим, что $ сводится к одной точке. Тогда л-скру- 
ченные формы на Х суть обычные скрученные формы (10.4.1). Если 


@ имеет степень и, то форма Ὁ степени 0 на © есть константа 
x [| À 


Jo (10.4.3). 
A 


< 


11.4.8. Пусть mu’: S— S’ — такая субмерсия, что слои отображе- 

ния Л’ суть чистые подмногообразия конечной размерности п’. 

Положим π΄ = л’о л; это — субмерсия из X на δ΄, слои которой 

суть чистые подмногообразия размерности т. = п + п’. 
Пусть x € À. LOSES STE PEE , 


OS TOUS), LS TUNIS ET T'(SIS an +0 
точна. Существует`один и только один такой изоморфизм | вектор- 


ного расслоения Вл © л* (Κα) на Rx, что, если ξ (соотв. η) 
есть ориентация пространства T (X/S), (соотв. пространства 
(n*T (S/S’)),, отождествляемого с Т (S/S") ме), то | (ξ Q η) = ηξ 
(где произведение определено предыдущей точной последовательнос- 
тью (10.2.1)). 

Пусть М’ — векторное расслоение с базой δ΄; положим м = 
=л* (M) и Е=л* (М) =n"* (M’). Если о — некоторая 


her TRE ne 
see Γκρος ne τς Be 


Fer 5 Ben το een 


~~ 
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л’-скрученная дифференциальная форма на X со значениями в E, то 
изоморфизм j позволяет отождествить ее с л-скрученной формой | 


со значениями в л* (Rx) © Е, или, что то же самое, со значениями 


в л* Rx © M). 
Пусть дополнительно А — такой кусок многообразия Х, что 
л | 04: ДА +S есть субмерсия; тогда субмерсией является также 
л” | 0A: 0A -» δ’. `Предположим, кроме того, что ὦ непрерывна и 


‘что ограничение отображения π΄ Ha А [) Supp в собственно; таково 


же тогда и ограничение отображения л на А ῇ Supp ©. Можно 

рассматривать, с одной стороны, дифференциальную форму . ra) 
x” | А 

на δ΄, которая принимает значения в ΛΙ’, ac другой стороны, диффе- 

ренциальную форму | Ὁ на 5, которая является формой CO зна- 
mu} А 

чениями в Rx ©) М, а также л’-скрученной формой со значениями 

в М =л* (M’). Более того, л (А) есть открытое подмногообразие 


Β 5, иограничение отображения л’ нал (A) ῃ Supp \ Ὁ COÖCTBEH- 


x | À 


но. Дифференциальная форма | À « определена; это диффе- 
x’ | (А) x | À 
ренциальная форма Ha δ’ со значениями в ΛΙ’. Тогда 


. 0 = | | ©. 
π’οπ! A en ALA 


[--ῃ» 


Пол 


вели Α-- X, To 


$ 12. Струи 


Ἢ] 


Β этом параграфе X и У означают два многообразия класса С”, 
гдег € Nx, и k — такое целое число, что 0 < Е < г. 

Начиная c n° 12.3, предполагается, что: 

либо К имеет характеристику нуль; 

либо все рассматриваемые многообразия, банаховы простран- 
CTBa H векторные расслоения локально конечномерны. 


12.1. Cmpyu отображений 


12.1.1. Пусть x€ X и f, g— два непрерывных отображения, 
определенных в некоторой окрестности точки х и принимающих зна- 
чения в У. Говорят, что ри g имеют в X контакт порядка > Rk, 
если } (X) = ϱ (x) и существуют такие карты (U, Φ, Е) на Х вхи 
(У, ф, F) наУ Bf (x), что отображения фо} °ф и pogop, 
определенные в некоторой окрестности точки @ (x) в Е и принимаю- 
щие значения в F, имеют в φ (1) контакт порядка >k (1.1.2). 
Это условие выполнено тогда для всех карт Ha À вхина Ув} (x). 


12.1.2. Пусть x € X, y€ Y. В множестве отображений класса 


С’, определенных в окрестности точки X, принимающих значения в 
У и переводящих х в у, отношение «f и g имеют контакт порядка > №» 
есть отношение эквивалентности; класс отображения f относитель- 


но него обозначается через jx (Г) и называется струей порядка Е 
отображения | с началом x и концом у. Начало струи | обозначает- 
ся через $ (7), и ее конец — через b (j). 

Множество струй порядка À HS, Χ B Ÿ (соотв. с началом X, COOTB. 


ς ‚концом у) обозначается через J* (X, У) О Ji (Х, У), соотв. 
FLE, Y),), и полагаем 


EX Mer NT ΙΧ, У. 


= 


12.1.3. Если U u У — открытые подмножества в X и У соответствен- 
k 

но, TO J (U, У) очевидным образом отождествляется с прообразом 

подмножества UX У при отображении 


(в УХ. VX RV? 
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12.1.4. Пусть Z — многообразие класса CH &; HIEXRTR 
XL: Пусть ie FAX, Y), и ГЕ % (У, Z),. Отображения fof, 
где f € juf € Г, имеют одну и ‚Ту же струю порядка Е вх; эта струя 
называется композицией струй ти Ги обозначается через j’ ο; 
имеем $ (j 2j) =$ (/) иб (Г ° j) = 5b (Г). Если T — многообра- 


sue класса C’ un j” € cs (Z; Τ᾽, το 
-. δ» οῇ--(ο[9]. 


12.1.5. Пусть j € Jz (X, D, где x Е X, и k’ — такое целое число, 
что O<k' « k. Струи jx (f) для всех f € j одинаковы; определен- 
ная таким способом струя обозначается через и“ "0: отображение 
м", 1 (Х, У) Г" (X, У) сюръективно. 

12.1.6. Предположим, что г равно со или ®. Пусть [и g — два отоб- 


ражения класса С’, определенных в окрестности точки x € Хи. 


принимающих значения в У. Если м (f) = αὶ (5) для всякого це- 
лого т > 0, говорят, что [и © имеют контакт бесконечного порядка 
вх. Получаем таким образом отношение эквивалентности, классы 
которого называются струями бесконечного порядка в х; струя бес- 
конечного порядка отображения {обозначается через jx (ἢ или jx (f). 
Предыдущие определения и результаты без изменений распро- 
страняются на струи бесконечного порядка. | 


12.2. Cmpyu отображений банаховых пространств 


В этом пункте E и F обозначают банаховы пространства. Если 
т — целое число 220, то через P,(E; F) обозначается банахово 
пространство однородных непрерывных многочленов степени т на Е 
со значениями в F (приложение Α.2). 


12.2.1. Пусть U — открытое подмножество вы > Е — отоб- 


ражение класса Сна U. Существует один и только один непре- 
рывный многочлен 


f=f)+ an + je (где fae? ples F)), 


который имеет степень LÀ и ту же струю порядка k в нуле, ITO и 
xr» f (x — а). Если 0 < т < k, то т-я компонента [„ многочлена 
{ обозначается через A”f (а) или Да (1). Если г = ὦ, это обозначе- 
ние совпадает с обозначением в 3.2.1 и 4.2.1; если г < ©, TO. 


т! Af (а) (в) = D"f(a)(h, ..., h)= D"f(a). №”. 
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Отображение ff определяет при переходе к факторам би-_ 


екцию из α΄ (Е, Е) на II Ρ, (Е; F), с помощью которой эти два 
O0smsk 


k 
пространства отождествляются; в частности, Ja (Е, F) наделяется 
© к . k 
структурой банахова пространства над К. Если | Е Ja (FE, F), 
через A, (j) обозначается т-я компонента струи |; тогда. 


Аа (ДЕР, (Е; Е) при О<«т<ёи Де (]) = 6 (ЕЕ. 


12.2.2. Пусть U (соотв. У) — открытое подмножество в E (соотв. F). 
Обозначим через ᾳ΄ (Ε, F) банахово пространство, являющееся 
произведением пространств P,, (Е: ‚ Е) для | < р < κα. Отображение 
| _ Ὁ» 60, 60, A si (1), +++) At ()) 

есть биекция из J” (U, V) wa UX VX ο Е, Ре помощью KO- 
торой 3ΤΗΠΒ8 множества отождествляются. В частности, JG (Е, F), 
отождествляется с Q* (Е, F). 


12.3. Многообразия струй 
12.3.1. Пусть с = (U, φ, Е) и σ΄ = (У, ψ, Ε) — карты на Хи У соот- 


ветственно. Отображения фи Ÿ определяют посредством переноса 


структуры биекцию л из Л (И, И) на 


PRO, BV) = x b(V) x QUER); 
см. 12.2.2. Если положить W = J” (U, pui EXF x Q(E, F), 
то тройка (W, π, G) будет картой μά 2X. У). Полученные 
таким путем карты образуют C'—*-arnac, и этот атлас наделяет 
= (X, У) структурой К-многообразия matted ot! + 
Если (x, )ЕХ ХУ, множества $ EEE г aug ‘FE 
u J, (X, У), суть замкнутые подмногообразия в δ ο (AFS 


12.9.2. Если À и У суть чистые (соотв. конечномерные, соотв. 
отделимые, соотв. связные) многообразия, то таково же u J* (A TE 

Если U (соотв. У) открыто, в X (соотв. в У’), το α΄ (U, у) есть 
открытое подмногообразие в J" (X, У); см. 19.1.3. 


12.3.3. Отображения $: J°(X, РУХ, EIN: Ve ee 


($, δ): (Χ, Y)>XXY суть ss BAB 1) класса С” ur 
Если k = 0, το ($, 6) есть изоморфизм. 


1) Если k == г (что возможно лишь при К == В), у (X, У) наделено структурой 


топологического многообразия (см. примечание в начале $ 6), и рассматриваемые 
ниже морфизмы и расслоения должны пониматься в чисто топологическом смысле 
(см. примечание в начале ὃ 6). | 
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12.3.4. Обозначим через Tx и Ту векторные расслоения pri T (X) 
_ и рг2 Т (У) на X x У, и пусть & (Fx; Ту) — расслоение гомомор- 
физмов из Ty в Ty (7.7.3); если (x, y) Е ХХ У, то | 

% (Гх; Туда = LT: (X) Ty). 

Пусть | € г (X, У), k>1, и пусть f € j. Касательное ото- 
бражение к | вх = $ (j) зависит только от |; оно обозначается через 
T (j); это элемент из € (T, (X); T, (Y)), гдеу = 6 (j). Если k = 1, 
то определенное таким путем отображение 


ris (X, Y) u (Гх; Ту) 


есть изоморфизм многообразий класса С””". 


Для Х = К этот изоморфизм отождествляет Ло (К, У) CAE 


для У = К. он отождествляет J! (X, K)o с дуальным к T «Ὁ рассло- 
ением J” (X). 


12.9.5. Пусть k’ — такое целое число, что 0 < Κ΄ < Е. Отображение 
γ΄ φις. DEAN "ot: 12,1 5F 
есть расслоение класса С”—". 


12.3.6. Пусть 2 — многообразие класса С’и Т — множество таких 
пар | 
G, ЛЕГ, Y) x IY, 2), 


что р (ἢ =$ (7'). Тогда T есть подмногообразие Bs" (X, Y) Χ 


x J (У, 2), и отображение (j, j) = j © j eCTh морфизм класса GE 


we T 6 J? (X, 2). 


12. 5. 7. Если f: X > À — морфизм класса С”, ΤΟ отображение X +> 
= | (ἢ есть морфизм - ` (f) класса Ο μὰ XB т (A; TE 


12.3.8. Пусть k’ uk” — положительные целые числа, сумма которых 
равна À. Пусть x Е X, И — открытая окрестность точки ХЕХ 


И a0 И -» У — морфизм класса С’. Отображение 
ei (N: [ΕΓ (Χ, Υ) 


принадлежит классу C" u его струя в x порядка k” зависит толь- 
| k 
KO OT /, (1). Таким образом See каноническое отображение 


а: J" (Xx, Pie 2 HK, Y)) 
‘класса С”; если Κ᾿ uMeer характеристику нуль, это погружение. 
12.3.9. Пусть X’, У’ — многообразия класса С’, f: X > X' и 


6 H. Бурбаки 


Е а: ERS = en Е ее 
à <= SE RE Е Tr 
- SEE --- we 


RS SA ea ae Rey ee ee ἕο EEE ΕΕ EEE SEE RE Fe = ΠΣΕ sen 


we. —_ СТРУИ _ 60 


5: vn У — морфизмы И (x, y!) = IF BE EN 
_ Если и Е Je (Χ', У), положим 


Jef, Зи) = jy (в) οὐ» ii (f). 
Получаем таким способом отображение 


Je, gy TEX YK xX > J'(X, У), 


которое принадлежит классу ΟΞ, 


12.3.10. Пусть А — компактное подмножество в X. Пусть С Е (X;Y) 
— множество отображений класса Οὗ из ХвУ. Для всякого f € 
= С"(Х; У) отображение j* (f) | A принадлежит ‚ множеству С (А; 
Τ (X, У)) непрерывных отображений из A в ren „Этим ca. 


мым определяется отображение A из С" (X; Y) BC (A; PX 
Прообраз относительно A топологии компактной сходимости 


на 0 (А; Л (X, Y)) (Top. gen., chap. X, $ 3, def. 1) есть топология 


на 6” (Х; У); она называется топологией равномерной С*-сходи- 
мости на À. 


12.4. Реперы u главные расслоения 


12.4.1. Пусть CT (X, У) их=5 (j), ν-.0. Говорят, что | 
обратима, если CHETTEIETTIROR струя ’ Е J; (Y, X),, 470 Го] = 
=; (Idx) и jej ‘= jf (Idy); струя /.тогда определена един- 
ственным образом; она обозначается через επ Если k = 0, вся- 
кая струя обратима. Если k > 1, следующие условия эквивалент- 
НЫ: 


а) | обратима; Ἢ | 

b) отображение тт. > T, (У) (cm. 12.3.4) есть изо- 
мэрфизм; 

с) существует такой изоморфизм g класса С” открытой окрест- 


ности точки X на открытую окрестность точки Y, что ix (ο) = |. 


12.4.2. Пусть Е — банахово пространство. Через GL” (Е) обознача- 
ется множество струй порядка À из Е в Е, которые обратимы 
и имеют 0 своим началом и концом; это множество открыто в Py (6; 
E),. Будучи наделено ‘законом композиции струй и струк- 
турой многообразия, индуцированной структурой многообразия 
банахова пространства Ле (Ε,. Е) = ο (Е, Е), оно становится. 
групповым многообразием класса С®. 

Имеем GL?’ (Е) = {е}. Группа GL! (Е) отождествляется с помо- 
щью Гс nase, GL (Е) автоморфизмов пространства Ε. 
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Если k'< Ё отображение rs GL’ (E) > GL" (E) есть 
гомоморфизм класса С” и сюръективная субмерсия. Отображение 
[> Ide +] есть изоморфизм групповых многообразий ` из Pr (Es 
Е) на ядро гомоморфизма [- 


12.4.3. Пусть Е — банахово пространство. Для всякого ХЕХ. 
назовем E- `репером порядка k многообразия X B x всякий обратимый 
элемент в Jh (Е, X),. Множество E- “реперов пор Anka k многообразия 
Х есть открытое подмногообразие Ю" ἐς, Х) Е (Е, X); огра- 
ничение отображения D есть морфизм из Κ΄ (Е, Χ) BX, также обо- 
значаемый через 0; аналогично, если k’ <k, то морфизм из R* (Е, Х) 
B R° (Е, X), являющийся ограничением отображения r* "из 


12.1.5, также обозначается через г” 


12:4.4. Предполагаем, что Х — чистое многообразие типа E (5.1.7). 
Группа GL* (Е) действует справа на Β' (Е, X) по закону (ρ, и) => 
+> pou, и четверка Ах = (R* (Е, X), GL‘ (Е), X, δ) есть ‚главное расслое- 
ние (6.2.1) класса C’ со структурной группой _ GL" (Ε) u базой Χ. 

Пусть Κ΄ < Е uH— ядро sun СГ." (Е) > GL“ (Е); 
_ четверка (Κ΄ (Е, X), Н, β΄ (Е, A) γ΄ есть главное расслоение 
класса CT 


ое τ (Х, У) наделено. ΓΓΡΥΠΤΥΡΟΣ расслоенного 5 


пространства, ассоциированного с Ах (6.5.1): типовой слой есть 
Л (Е, у), на котором GL“ (Е) Действует слева HO закону (u, DE 
r> fou ; penepHoe отображение Ю" (Е, Χ) Χ ds (Е; уу Xe У) 
преобразует (о, ἢ в jeep . Проекция г (Х, У) — Χ, отвечаю- 
щая этой структуре расслоенного пространства, есть $. 


12.4.5. Пусть Е — банахово пространство, и предположим, что 


Y — чистое многообразие типа F. Тогда Е (Х, У) наделено струк- _ 
турой расслоенного пространства, ассоциированного с Лу: ТИПОВОЙ 


слой есть J” (X, Fo, на котором GL’ (F) действует слева по закону 
(о, ἢ > ve j; реперное отображение есть (0, j) => o © j; проекцией 


г (X, У) —,У является 6. 


13. 4.6. Сохраним предположения из 12.4.4 и 19.4.5, и пусть - 
главное расслоение 
(R°(E, X) x В*(Р, У), GL*(E) x GL'(F), ХХУ, b x b), 


» k 
являющееся произведением расслоений Ах и Ay. Тогда J (X, У) на- 
делено структурой расслоенного пространства, ассоциированного 


6* 


а: Е EEE М О Е АВ Обе Е ξεν И р ОЗЕР ECHTE AR ÉD 2 LE Er VI LOS PS 
FES SR CPG INE Ae RR SF Ge SE VE Sok ee peer ΚΞ = Era i oe ὃς А EF 

= f ER ur У" τ he ae ee É a ge rat ss Fr À . 2, р ~ ит == = x J еж ay 
ee 3 $ ξ 
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сы: типовой слой есть i (Е, F),, на котором GL‘ (Е) x GL’ (Е) дей- 
ствует слева по закону ((и, 9), ἢ нь vo joe ou; реперным отобра- 


жением является (D 0), ἢ æ O0j°p ei проекция УХУ 
_— À ХУ есть (5, b 


12.5. Струи сечений 


12.5.1. Пусть л:У -» X — субмерсия x€ Xu se 1*(Х, У). 
Говорят, что $ есть струя сечения (порядка À) отображения л, если 
$ имеет вид п (f), где f есть сечение класса С” отображения л над 
открытой окрестностью точки X; это условие эквивалентно тому, 
что 


jovs (п) ° 8 = jx (Idx). 


Через Pi (п) Te p* (π)) обозначается множество струй $ € 7 (X, У) 


(соотв. I (X, Y)), которые суть струи сечений отображения п; 
это подмногообразие класса Cot ery (X, У). Отображения 


5: Ρ᾽(π)-»Χ u δι P* (xn) >Y 


суть субмерсии; если л является расслоением, они являются pac- 
слоениями. Ecru Е = 0, δ есть изоморфизм, с помощью которого 
Р° (x) отождествляется с У. 


Если k < k, отображение г“ ce μεν, NE Г (X, У) οτοῦ- 
ражает P ΠΝ (x); отображение изР" (x) вР" (π), определяемое 
отображением г’ ””, есть. расслоение класса CT". 


12.5.2. Пусть 2 — многообразие класса С”; предположим, что У = 


=XxZ и пусть n=pri YoX. Ограничение отображения 
7. (Idx, pre) (см. 12.3.9) на P* (x) ‘есть изоморфизм из P* (x) на 


ti (Х, 2), с цомощью которого эти два многообразия отождествля- 
ются. 


12.5.9. Пусть У’ — многообразие класса С’, п: У Хи п: Y'— 
— X — субмерсии и 8 У — Y’ — такой морфизм, yo лов = 


-- л. Отображение J* (Idx, 5) определяет при ограничении ото- 
πας 


| P* (в); PY (x) > P* (πη, 
принадлежащее классу С” 

Пусть X’ — ‘многообразие класса С’ uf: x > X — морфизм; 
положим (Y’, π’) = [* (У, п); см. 5.11.5. Отображение J* (|, Idy) 
(ον. 12.3.9.) определяет отображение класса Ο΄"' из F p° (x) в 
P° (π’). 


RI ht STE RTS, AE Cr RE EG 
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12.6. Cmpyu сечений векторного расслоения 

12.6.1. Пусть Е — векторное расслоение класса С’ с базой X u 
л — его проекция. Пусть с, = (U, 9, Fo) — векторная карта на E 
и с! = (U, ф, Γι) — карта на многообразии X с той же областью 
определения U. Эти карты определяют биекцию 0 из P* (π) |U 


на J* (p (U), Fo) = p (U) X Fy X @ (Fy, Е) (em. 12.2.2 и 12.3.1), 
ig получаем векторную карту 


_ (0.6. 6), rie GaF,X OF, F)= TP. δι F,) 
m=0 


_ на if (π). Получаемые таким путем карты образуют векторный 
C’—*-araac, который наделяет P*(n) структурой векторного pac- 
слоения класса oe с базой Х. Это векторное расслоение обо- 


значается через p* (E); нижележащая структура многообразия COB- 
падает с определенной в 12.5.1. 


Пусть U — открытое подмножество в Х и f € FE (U) — сече- 
ние класса С” расслоения Е над U. Отображение ГО: «+e EP 
есть сечение класса C’—* расслоения Ρ' (Е) над U. Отображение 
г ФЕ (И) > Porn (U) является К-линейным. 


12.6.2 Lena “F — банахово пространство, то отождествление 
(12.5.2) многообразия P* (Ех) с J* (X, F) наделяет это a 
многообразие структурой векторного расслоения класса С”* 

| базой X. Если F = К, вместо P* (Кх) пишут p* (Χ). 


Пример. Возьмем X = К” и обозначим через Ил, .. » Up координат- 


ные функции на К”; тогда слой Ре (Х) расслоения pP’ (X) B 0 πο- 
пускает в качестве pages семейство струй rene Е одночленов 


и"... Un", где т, > 0, Ум < Ch 

ἱ--εὍ - 
12.6.8. Пусть 4 — целое число >20, Ey, ..., Ey, Е — векторные 
расслоения класса С” с базой X, и пусть и: Ey Хх... Х xE, > 


— F — полилинейный морфизм (7.3.1) класса С’. Тогда сущест- 
вует -один и только один такой полилинейный морфизм 


Р* (и): P*(E) xx +++ XxP*(E4)—> P*(F), 


k ‚К .К +k 
Р (и) 7 ($), ..., F (Sa) =F Ulm .... Sa)) 
для всякого открытого в Х подмножества И и всякой последователь- 
ности сечений $; € РЕ, (Ц) для 1 < [< а. | | 


ΠΤΟ 
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Если А — расслоение на алгебры (7.3.2) с базой Х, то морфизм 
из P* (A) X x P* (A) 8 P* (A), определенный умножением A X x À > 
-- À, превращает PF (А) в расслоение на алгебры; 


k 
если A — расслоение на ассоциативные алгебры, το P (A) есть 
расслоение на ассоциативные алгебры; если, кроме того, М есть 


раселоение на А-модули (7.3.3), το P* (М) является расслоением 


k 
на P* (А)-модули. В частности, P (X) — расслоение на алгебры, 
которые ассоциативны, коммутативны и обладают единицей; если 


Е — векторное расслоение, то p* (Е) будет paccnoenuem Ha 
P*(X)-modyau. Если u: E— Е — морфизм векторных расслоений, TO 
° (м): Р" (Е) > Р" (Е) есть P* (Х)-гомоморфизм. 


: eee re 
12.6.4. Если Е —> F > G — точная локально прямая последователь- 


ность векторных расслоений класса С’ с базой Х, то такой же. яв- 
ляется последовательность 


P*(E)—+ P* (F) + P* (0), 
где рассматриваемые гомоморфизмы суть P* (и) и P* (v). 
12.6.5. Пусть k’ Ἡ А” — два положительных целых числа, сумма ко- 


торых равна k, и Е — векторное расслоение класса С’с базой X. 
‚Морфизм 


a: J'(X, Вх, J° (Χ, Ε) (cm. 12.3.8) 
индуцирует морфизм векторных расслоений 
в P*(E)—> P® (P* (E), 


—k 
который принадлежит классу CT. Если U — открытое в. Χ ΠΟ1- 
множество и f € «РЕ (U), το 


β(/΄ pi = ὦ θη 


Если К имеет характеристику нуль, то. В — изоморфизм из 
pr (Е). Ha векторное подрасслоение | в P* (ρ΄ (Е)). 


12.6.6. Пусть А’— такое целое число, что 0 < #'’ < k, и Е — век- 
торное расслоение класса C” с базой X. Отображение 


γ΄ P*(E)—+ P* (Е) 


Sr 
является сюръективным локально прямым морфизмом класса С” 


Ero ядро №" (Е) образовано струями сечений расслоения E, имею- 
щих контакт порядка >’ с нулевым сечением. 
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—— 


12.6.7. (Векторный функтор Р„.) В обозначениях из n°n° 7.6 — 
7.8 положим [+ = {0}, /_= {1}, и пусть т — целое число > 0. 
Если Ÿ = (V,, У!) — пара банаховых пространств, обозначим через 
т, (7°) банахово пространство P,, (Μι; Vo) однородных непрерывных 
многочленов степени т на У, со значениями в V, (А. 2). Аналогично, 
если # = (fo, fi), re fo: Vo > ο: Vi — И, — морфизмы бана- 
ховых пространств, то пусть T,, (f) — морфизм р- Порой 
изР, (Vi; Vo) ΒΡ, (Vi; Vo). Получаем таким путем векторный финк- 
тор т„ класса С°. Если Ey и Е, — два векторных расслоения с ба- 
зой X, то через P,, (E,; Eu) обозначается векторное расслоение, по- 
лучающееся из (Ey, Fy) применением τ,, (7.6.2). 


12.6.8. Примем вновь обозначения и предположения из 12.6.1. Су- 
ществует один и только один такой морфизм векторных расслоений 


u: P, (T (X); Ε)-» Ρ' (Е) (см. 12.6.6), 


что, каковы бы ни были векторная карта Co = (U, φ, F,) на E и Kap- 
Ta cy = (И, ф, Γι) Ha X, следующая диаграмма коммутативна: 


P, (T (X); Ευ > P*(E)|U 
п} yo 


i k 

U X Pe(Fi; Fo) > U X IT Pm (Fis. Fo) 
; m=0 
здесь 
1) ı| U — ограничение морфизма ı Ha P, (Т (X); BD | U; 
2) 0 — биекция, определенная в 12.6.1; 
3) i — отображение (и, р) + (u, 0, ‚0, р); 
4) η получается с помощью векторного функтора т, из TEE 
карты с! на T (X) (см. 8.1.1) и векторной карты су на Е. 

Морфизм ı есть изоморфизм расслоения P, (T (X); Е) на Bexk- 
торное подрасслоение N**—! (Е) в pe (Е) (cm. 12.6.6); nocrexo- 


вательность 
rk .k—l 


0-» P, (T (X); Е) м. a (D ὁ 
является локально ΚΕ точной последовательностью векторных 
_ расслоений. 

Более общо, положим N, = pt (Е), N. =N*"—! (FE) ma m> 1, 
так что N,, образуют убывающую последовательность векторных 
подрасслоений в p* (Е): ; 

Р* (Е) =NyDNyD "SN, 5 Neti = 0. 


k,m, 


Для 0 <m<k проекция r"": P* (Е) > Р" (Е) определяет изо- 
морфизм расслоения N,„/Nm+ı на расслоение N°" (Е); в силу. 
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изложенного выше получаем тем самым изоморфизмы 
и: Мт/М т — Ра (Т (X); Е) (0 « m< Κ). 
В частности, М/М, = Е и М,/М, => & as (X); E). Для k =1 310 
дает точную последовательность | 
0—4 (T (Xx); ED, 


12.7. Ослабление структуры 


Предполагается, что К = В. Пусть г’ € Nx, причем Е <г <r, 


и пусть X’ u У’ — многообразия класса С”, получаемые ослаб- 
лением структуры многообразий Х и У соответственно (5.13.1). 


Пусть x Е Х и j € (Х, У); пусть И — открытое в Х подмноже- 
CTBO, ‚ содержащее x, uf — отображение класса С” из U ву, такое, 
yTo Pr 0) = 7. Рассмотрим À как росток морфизма из X' в У’; его 
струя ГЕ a (Х’, У’) зависит лишь от j. Отображение i®i 
есть изоморфизм класса С — из J" (X, У) на Г (Χ', У’); оно 
позволяет отождествить J” (Х', у) с многообразием класса Ο΄ 7 = 


—k 
получаемым из многообразия J” (Χ, У) класса С” Е. 
структуры. Аналогичный результат справедлив для многообразий 


P* (п) и P* (Е) из n°n° 12.5 и 12.6. 


| $ 13. Точечные распределения 


13.1. Симметрические тензоры u банаховы 
Е рта ον 


13.1.1. Пусть в— - модуль над коммутативным кольцом А. Если. 
п — целое число 20, через TS" (Е) обозначается модуль сим- 
метрических тензоров степени п на Е. (Alg., chap. III, р. 71, и 
Alg., chap. IV, 8 5, n° 2); прямая сумма модулей TS" (Е) обозна- 
чается через TS (E). Если г есть либо целое число, либо один из 
CHMBOJIOB 00, ὦ, TO Полагаем 


TS” (Е) = @ TSE) n ΤΘ (Е) = @ TS" (Е); 


nsr ‘ener 


следовательно, если г > 0, то ТЗ” (E) есть прямая сумма модулей 
TS" (Ε)-- Аи И (Е). Имеем TS (Е) =Е и TS (Е) = 
= TS (Е) = TS (Е). 23 
Если п — целое число 520 и если x € E, через y, (x) обозна- 
чается элемент х 62... @ x B TS" (Е); дляп = 0 полагаем y, (x) = 


— 
π-- 


13.1.2. (Полиномиальные отображения.) Предполагается, что 
A — бесконечное кольцо целостности и что E есть свободный А-мо- 
- дуль. Пусть F есть А-модуль. Отображение f: Е — Е называется 


1) Вот несколько замечаний по поводу симметрических тензоров, материал о 
которых отсутствует в переведенном издании Алгебры. Мы будем пользоваться обо- 
значениями. и определениями из пп. 13.1.1—13.1.3. Пусть À — бесконечное поле и 
Е — векторное #-пространство. Пространство TS” (E) симметрических тензоров 
п-й степени можно определить как подпространство в ©)" E, натянутое Ha тензоры 
вида Vy, (x), гех € E, или, что то же самое, как подпространство тензоров, HH- 
вариантных относительно естественного действия на ©)” Е симметрической группы 

n° ? 
Симметрическое произведение tt’ элементов Ь Ё из TS (Е) = Ф TS” (Е) 
однозначно определяется из следующего условия: если f:x — f(x) — полино- 
миальное отображение (т. е. сумма нескольких однородных полиномиальных отоб- 
ражений) из E в некоторое векторное А-пространство, то 


Cf, ttl) = (x! em (xem Кх-х), Ὁ, 89 = 
= (xem (= f(x + x"), #7), Ὁ. 


обращение (t, t’) > tt’ переводит ТЗ” (Е) x TS" (Е) в TS”Tr’(E) и наде- 
ляет TS (Е) структурой коммутативной ассоциативной алгебры.— Прим. перев. 


а Е ee ee 
Е ee 1 a 
Er > - 2 
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однородным полиномиальным отображением степени п, если оно 
удовлетворяет следующим эквивалентным условиям (cM. Alg., 
chap. ТУ, $ 5, n° 9): | 

a) Существует такое πηπεῆποε отображение f: TS" (Ε) > F, 
что f (x) =f (y, (X)) для всякого x € Е. 

Ὁ) Существует такое полилинейное отображение и: E"—+F, 
что f (x) = u (x, ..., X) для всякого x € Е. 

Предположим, что это так. Отображение f, удовлетворяющее 
условию a), тогда единственно; если [6 TS"(E), το через (f, t) 
обозначается: элемент 7 (1.`Если и: Е" -» F удовлетворяет условию 
Ὁ), то соответствующее линейное отображение из ©” Е в F совпада- 


ет с f на подмодуле TS” (E). Если п! обратим в À, можно выбрать и 
симметрическим, причем это делается единственным образом. 


13.1.3. Пусть Е — банахово пространство над К и Γ — отделимое 
полинормированное пространство над К. Пусть И — открытая 


окрестность точки 0 BE, fi U— Е — отображение класса С” (г € 


_Е Nx) и {— элемент из TS” (Е); cm. 13.1.1 (применительно к. 
кольцу À = К). Пусть А — такое целое число <r, что {€ 


ετοῦ (Е). Можно να Ги | единственным образом так, что 


= "tb, -В ЕТУ (δ) 
РЕБ + А, 


где f; — однородный непрерывный многочлен степени i (0 Ci < À) 
и где À имеет контакт порядка 2:8 с 0 в точке 0. Полагаем 1 τ. 


Soy 27 
(Т, t) == = (fis 2); 
i=0 € 
это элемент из F, который не зависит OT выбора À. 


И 


13.1.4. Пусть Е и E’— два банаховых пространства, U — откры- 
тая окрестность точки 0 в Е и φ: UÜ— Е’ — такое отображение 


класса С’, что ф (0) = 0. Пусть Ё € TS!” (Е). Существует один и толь- 


ко один такой элемент Ё Е ts? (Ε΄), что, каковы бы ни были OT- 
делимое полинормированное пространство F, открытая окрест- 


ность U’ точки 0 в Е’ и отображение f: И” > Ε класса С”, выпол- 
няется 


(+) (ЕЁ) = (Fo@, Ὁ. 
Этот элемент Г обозначается через φ, (1). Отображение 
Ge: TS) (Б) > 15” (67, 


определенное таким способом, линейно, 
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13.2. Точечные распределения 


В этом пункте Х означает многообразие класса С”, ах — mosey 
B À. 


13.2.1. Пусть A — множество пар (с, 0, где с = (U, φ, Е) — карта 


на X, центрированная в x, и где {€ TS ” (Е). Два элемента ((U, 
φ, Е), и, φ,Ε ), i из A называются эквивалентными, если 


= 
!=y,(),mmey=g . Получаем, таким образом, отношение 
эквивалентности на A: к эквивалентности этого отношения на- 
зывается точечным распределением вх на Х. 


Пусть ΤῸ (X) — множество точечных распределений в X Ha 
. Если с — карта на Х, центрированная в х, то отображение 


THESE TEN, 


которое элементу { ставит в соответствие класс пары (с, τ), есть би- 
екция. Всюду в дальнейшем Τη (A) наделяется структурой век- 
_торного К- -пространства, полученной переносом этой структуры на 

TS” (Е) посредством ®,; эта структура не зависит от выбора с. 
Аналогично, если k < г, через σ᾽ (X) и TT (X) обозначаются 
образы относительно 8, пространств TS" (Е) и TS (Е); они 
не зависят от выбора с. Говорят, что элемент из ΤῸ) (X) имеет no- 
рядок <k, если он принадлежит Ty? (X). Тогда. 


ΤΘ (X) =Т®(Х) @ ΤΘ (Χ). | 
Существует один и только один такой элемент €, в T® (X), что 
0, (1) = в, для всякой карты с на X, центрированной в x. Если 
t — точечное распределение в х, то свободным членом распределения > 


¢ называется такой элемент Ав К, что #— Ae, € ТИ" (X); гово- 
PAT, что Ё не имеет свободного члена, если его свободный член равен 
нулю. 


13.2.2. Пусть Е — отделимое полинормированное пространство и 


f — функция класса С” со значениями в F, определенная в окрест- 
ности точки X. Пусть ¢ — точечное распределение в х Ha X. Рассмот- 
рим карту с = (U, ф, “η на X, центрированную вх, и положим f, = 


= офи „=, (1); элемент (f,, 4) из F, определенный в 
13.1.3, не зависит от выбора с; он обозначается через (f, 1). Имеем. 
e, (f) = f (x)*). Свободный член распределения # равен (1, 2). 


1) Если К = R или Си X локально компактно, предыдущая формула ‘приводит 
к отождествлению точечного распределения Ex с мерой Дирака Ex, определенной в 
Int., chap. III, § 1, n° 3. [См. также Интегр., τη. II, $1, n° 2.— Перев.] Более 
общо, всякая мера с конечным носителем на Х отождествляется с распределением с 
конечным носителем в смысле n° 13.6, 
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Если Ε΄ — отделимое полинормированное пространство и 
и: Е — Е’ линейно и непрерывно, To (“5 ῇ, t) = u((f, Ὁ). 

Предположим, что F — банахово пространство и что Z имеет 
порядок <k, где k конечно. Пусть | € JE (X, Ε) (м. 12.1.2), и 
пусть [€ j. Тогда элемент (f, ¢) зависит только OT струи j; он 
обозначается через (|, #). Отображение из Τι UY (X) x JE (X, В 
BF, определенное таким способом, билинейно. Если F = К, МЫ 
полагаем J% (A, Ε) -- P; (X) (cm. 12.6.2) и получаем билинейную 
форму на Т® (X) x Pi (X). 
13.2.3. Пусть φ: X —> У — морфизм многообразий класса С’, 
пусть у = @ (x). Пусть с = (И, 1, Е) — карта на À, В 
ная вх, и ο’ = (U', $’, Е’) — карта на У, центрированная в y: 
пусть φ — представление отображения PB этих картах (5.3.2), 
Ἢ пусть φ. — соответствующее отображение из TS” (Е) BTS” (E') 
`(см. 13.1.4). Существует одно и только одно линейное отображение, 
обозначаемое через ΤῸ (φ) или ф„, из ТО (X) в ТО (У), делаю- 
щее коммутативной eT Pay 

Ts" > TS" (Е) 


ΕΗ + 9ο 


Ps 
TA) — Ty 0). - 
Это отображение He зависит от выбора си с’. Если Ё СТ® (X), 


говорят, что @, (1) есть образ элемента { относительно ©. Имеем 
Px (Ex) = ἐν. Если k < г, To 


pa (ТФ (X)) KTH (У) и TT (X)) CTY (У). 


Если φ΄: Χ- У — морфизм класса С’, ‘отображающий x 
ви, TO Q, = φ, тогда и только тогда, когда jx (φ) = ᾗ (9) (cM. 
Στη | 


Если ф — иммерсия (соотв. субмерсия) в X, TO @, инъективно 
- (соотв. сюръективно); обратное справедливо, если dim,Y < +0. 


- 5 Ecru φ΄: У — 2 — морфизм многообразий класса С’и {€ 
ET (Δ), то (po ph ( = p, (Φ. (0). 

Пусть F — отделимое полинормированное пространство и | — 
функция класса С” со значениями в F, определенная в окрестности 
‘точки y. Тогда 
(1) +0) = (Fey, Ὁ) для всякого Е € ΤῸ (X). 

Jina данного ¢ соотношения (1) (при переменных f u F) характери- 
‚зуют φ. (0; если dim, У < + ©, можно ограничиться случаем 


— 
—— 
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13.2.4. Предположим, что Х — открытое подмногообразие банахова 
‘пространства Е. Обозначим через ф, отображение y +æ у —х 
из X в E; карта с = (X, φ,, Е) центрирована в x. Тогда TY? (X) 
и TS” (=) отождествляются с помощью 07"; в частности, T° (Х) = 
= 15 

пе Е — банахово пространство, и: Е —> F — непрерывное 
линейное отображение и XE ELE, иЕР таковы, что u (x) = y. 


Отождествим, как и выше, TO’ (Е) с TS (Е) и ro (Ε) с TS (Ε). 
Отображение 

и, : 1S (6) > TS (0) (см. 13.2.3) 
совпадает с отображением TS (и), индуцированным каноническим 
_ продолжением отображения и на тензорную алгебру. 


13.2.5. Если k < г, через Т® (X) (соотв. T+ (Х)) обозначается 
множество, являющееся суммой множеств ΤΘ (X) (соотв. множеств 
Т®Т (Х)) ana a € X. Отображение # X— Т® (X), такое, что 


2 (a) € т (X) для всякого a € Х, называется полем точечных 
распределений порядка <R. 

Предположим; что k конечно и что X локально конечномерно. 
Для всякого ας Х билинейная форма (,d > <j, t) (cm. 18.2.2). 


определяет изоморфизм i, ИЗ ΤΉ (X) на сопряженное к Ρα (X) 
пространство PAYS: Изомовфизыы i, дают биекцию, DE 


— P* (X)*, где P* (X) * обозначает сопряженное к Р\ (Х) вектор- 
ное расслоение; с помощью переноса структуры посредством би- 


екции Г ' множество Т® (Х) наделяется структурой векторного 
расслоения класса С" с базой X. Говорят, что поле точечных 
распределений порядка <k принадлежит классу С”, где $ < r — 
— А, если оно есть сечение класса С° расслоения T > (X). 


Пусть 9: X— У — морфизм многообразий класса С”, и пред- 
положим, что У, подобно X, локально конечномерно. Тогда Pa: 


сна (Х ) > Τ΄5 (У) есть ф-морфизм векторных расслоений класса a 


13.2.6. Пусть k — такое целое число, что 0 < А < г. Если U — 
открытое подмножество конечномерного банахова пространства Ё, 


то векторное расслоение F7 (U) отождествляется, согласно 
19.2.4, с тривиальным расслоением со слоем τος (Е). 

Возьмем, в частности, E = К”, где п > 0, и пусть (ει, ..., &,) — 
канонический базис в Ε. Если a = (a, ..., &,) — элемент в №", 
обозначим через A” элемент Ya, (ει)... Ya, (e,) в TS (Е) (используе- 
мое произведение есть симметрическое произведение симметриче- 
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ских тензоров; см. Alg., chap. IV, $ 5, n° 3) +). Элементы А” для 
[< | < k образуют базис в TS (Е); San a € К", через AS обо- | 
значаются соответствующие элементы в Г. 5 (Е). Пусть Р — отдели- - 


; 7 
мое полинормированное пространство и à — функция класса С 
со значениями в F, определенная в окрестности точки а; если aE 


Е N”, то элемент (f, Да) совпадает с элементом (Δ΄ f) (а), определен- 
ным в 2.5.3, 3. 2.1 и 4.2.1. 
Предположим, что Х локально компактно и конечномерно, и 


пусть & = (#1, ..., Е") — система координат на X в открытом под- 
множестве U. Ecru a € Ци если & — такой мультииндекс,что | | < 


< k, через (Az), обозначается точечное распределение в а, образ 
которого относительно Ё есть точечное распределение Ag. на 
К”; поля распределений г 

& 
AË:ate (Ag), (|| < À) 
образуют репер векторного расслоения T° (X) над И. Если V > Ε 


принадлежит классу С”, полагают (f, (Az),) = ДЕ} (a) и обозна- 


чают через ΔΕ функцию are ДЕ f (a); это а ‘класса C 
на U ee 


13.3. Точечные распределения и касательные 
пространства. 


В этом пункте X означает многообразие класса С’. 


13.3.1. Пусть x € X, и пусть k — целое число <r. yee с = (U, 

φ, Е) — карта на X, центрированная в X; изоморфизм 6,: τοίη (Е) > 
— ΤῸ (X), определенный в 13.2.1, отображает TS” (Е) на Т® (Х) 
Το!" (Е) н RE ee (Х); в результате ограничения и перехода 
_ к фактору он а изоморфизм | 


cat TS*(E) = TS (E)/TS°- (E) + TP (XYITE (X). 


С другой стороны, с индуцирует изоморфизм, уже обозначавшийся 
через 0,, из E на касательное пространство Т, (X); см. 5.5.1. Обо- 
значим через i, композицию 


67 Τ5΄ 60. 
TORTEN —+ TS" (E) — TS (T, (X). 
1) Ecnn'm = | à | и если & есть множество таких отображений σ из {1, ..., т} 


в {l,..., п}, что Cardo” 1 (i) = ар, то 
Δ΄ = Va, (es) . Te, (en) = À (1) 6ο «3 © Eo(m) 
σ 
(см. Alg., chap. IV, $5, n°4). 
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‚ Изоморфизм i, не зависит от выбора с; при k = 1 его используют 


для отождествления TYT(X) = т(х/то(хХ) с касательным 


пространством T, (X). Если ¢t € TÉ(X), мы позволим себе обо- 
значить через 1, (1) образ при i, класса элемента Ёпо моду- 


лю TUI (Χ). 
Положим 


gr, Te’ (X) = Te) (X)/TS (X) и gr TS (X) = @ втьГ (X). 
-  Ogkgr 


Говорят, что gr Т®(Х) есть градуированное векторное `пространство, 
ассоциированное с возрастающей фильтрацией (Тб (Х))ь <, простран- 
ства ΤΟ(Χ). Изоморфизмы i, определяют изоморфизм градуирован- 
ных векторных пространств 


i: gr ТО ren (T, (X)). 


Если r = со или ὦ, то i есть изоморфизм из gr ΤΟ (X) HaTS (Τ.(Χ)). 
Если хотят указать x (или À, или ихи A), вместо i пишут й, 
(или ix, или ix,.). 


13.3.2. Помимо указанных выше допущений, предположим, что 
Х локально конечномерно. Изоморфизмы i,, относящиеся к различ- 
ным точкам из À, определяют изоморфизм векторных расслоений 


ig T® (XUTÉ (X) > TS* (Г (X)), 


где TS" (Т (Х)) означает векторное расслоение класса C” , полу- 
чаемое из Т (A) посредством векторного функтора в.конечной раз- 


мерности Ts! (см. 7.6.5). Для k > 1 изоморфизм i, есть изоморфизм 


класса C’—" ; для k = 0 это тождественное отображение тривиально- 
го расслоения Кх. 


13.3.3. ее При тех же предположениях, что и выше, пусть 
Е = (1, ..., ЕЁ) — система координат на X в x. Обозначим через 
(0;, eres базис в T, (X), определенный системой координат ξ 


(см. 5.5.8), и обозначим через ((AË),) «| «κ базис в ΤΕ (Х), опре- 
деленный в 13.2.6. Тогда 


i, ((AË),) = 0, если |a|<k, 
ip (AE) x) = Ύαι (01)... Va, (9n,,), если |%| = R'). 


1) Здесь также произведение элементов Ye; (0;,х) есть симметрическое произ 
ведение в TS (Tx (X)). 
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13.3.4. Предположим, что либо К имеет характеристику нуль, либо. 


Х локально конечномерно. Пусть Е — такое целое число, что 0 < 
< Е < гих € X; пусть F — банахово пространство. В силу 12.6.8 
получаем точную последовательность 


; L σ 
(i) i > Рь(Т, (Х); Е) Pa(Fx) + Рх (Fx) +0, 
nme o = r"". С другой стороны в силу 13.3.1 получаем точную по- 
следовательность 
(ii + TS*(T, (X)) — TY (Х) < TY) (χ}-.-0, 


k—l R 
где $ — вложение пространства T% (X) в ΤῸ (X) n ii. 
Для этих точных последовательностей существует «спаривание 
со значениями в F». Более точно, запишем их в виде 


(i) вос 


бт | 0-= A’ <— B'+C'+0. 
Если а € A ua’ Е A’, то элемент (a, а’) из Е определен в 13.1.2; 


если b ЕВи ЕВ” fcoots. СЕТИ. С 10 элемент (b, b'). 


(соотв. (с, c’)) из Е определен в 13.2.2; тогда 
(ια, 6’) = (a, ib’) и (ob, с') = (6, sc’), 


если a€ A, DEB, В’ ЕВ, ὁ ЕС’. | 


13.3.5. Пусть У — многообразие класса С”, пусть 9 Х > У — 
морфизм класса С’ихЕХ, y € У таковы, что у = ф (x). Отоб- 


ражение φ.; TY? (X)— TY (У), определенное в 13.2.3, согласо- 
вано с фильтрацией этих пространств: при переходе к связанной 


с этой фильтрацией градуировке оно определяет линейное οτοῦρᾶ-. 


жение 
er (9): ег TY (X) > gr TP (y). 


Обозначим, с другой стороны, через TS" (T, (Ф)) отображение ΄ 


μα TSOHTLX)) 5 : TS" (Γι (Y)), индуцированное каноническим 
продолжением TS (T, ($)) rest Т, (9). Диаграмма 


GC} Pe) (r) 
gr T! (X) ———— srT, (У) 


tx x У. 


TS (9) 
TS” (Г, (Х)) 


> 15° (Г, (У)) 


_коммутативна. 


13.3.6. Предположим, что. К имеет характеристику нуль. Исполь- 
зуя изоморфизмы ou: 9 *(M) > к (М), определенные в Alg., 


Le SUR 3 Va ITU eerie Ei os SN RS SE VS ЕО Se Ви: ЗЫ: Паро βίος EEE а Е 
ры А Σ EN “ο “χά: = = oe A LEP pe NE als mee: > ра” ER 


т BE 
x = 
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chap. IV, 8 5, n° 8, в предыдущем изложении можно всюду за- 
менить пространства TS" (T, (Χ)) Ha R-e симметрические cmenenu 
= (Τ. (X)) касательного пространства T, (A). 


13.4. Тензорное произведение точечных распределений 


13.4.1. Пусть X, и X, — два многообразия класса С’, пусть χι € 
EX, № € Хи he в (Χο, БЕ Ἐν (A2), THe Κι № < г. 
Положим ХЕХ ХХ, = A) WE hy + he Ansi=1,2 
пусть ο) = (U, 9, Е) — карта Ha X,, центрированная в X, 
и обозначим через # такой элемент в TS (E;), что 0, (1) = & 


(см. 13.2.1). Пусть о — канонический изоморфизм H3 TS (Е!) ® 
© TS (Е) на TS (δι x Е.) (cm. Alg., chap. ТУ, 6 5, n° 5). Элемент 


σ (t, & ts) есть симметрическое произведение элементов bi И À 
(отождествляемых с элементами из IS (E, X E,)) согласно канони- 
ческим инъекциям 19 (E;) > 5 (Е, X Е.); он принадлежит 


TS" (E,XE,). Положим c=c,X Cy} это карта Ha X, центрированная 


вх. Образ элемента σ (#, © 2») относительно 0, есть элемент из I (X), 
который не зависит OT выбора карт с;. Он называется прямым 
произведением или симметрическим тензорным произведением (или 
просто тензорным произведением) элементов 1 и {> и обозначается 
через 4, X f, или ty 60 to. - | 

Имеем Ες © ex, =, Свободный член элемент A 60 4, 
равен произведению свободных членов элементов ἦι и lo. 

Изоморфизм (Yı, Yo) > (Yo, Yi) из Х, X X, на X, X X, преоб- 
разует ἤ 60 lo Bt, QU | 


13.4.2. (Ассоциативность u функториальность.) Пусть X, (i = 
— ], 9, 3) — многообразия класса Cu x, € X,, &Е Te 
где А, + k, + ka < г. Имеем 

(1, @ b) @ by =b @ (a @ by); 
это точечное распределение обозначается через ἦ © ft, © ty. Ана- 
логично определяются произвольные конечные тензорные произве- 


дения. 
Пусть pit ХА, —> У; и Pot Χα —> У, — морфизмы многообразий 


класса С”, и пусть 4 € TY" (X;), LE TY” (XQ), me ky FR ET. 


_ Имеем 
(Pi X Ф>), (1 © te) = Pie (A) © Pas (fe). 


13.4.3. В обозначениях из 13.4.1 пусть F,, F,u Е — отделимые поли- 
нормированные пространства и (U), из) +» Uy. и, — непрерывное 
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билинейное отображение из F, X Γι ΒΓ. Пусть 
р: X,—F, (= 1, 2) 
— отображение класса С’, u определим fı & fs: X — F формулой 
(À @ fe) Yr» Yo) = fi (Yd) - fa (Ye). | 
Отображение fı © р принадлежит классу С’и 


(71 Ὁ ἢ, t, © ty) << (fis ty) (fos ty). 


13.4.4. В обозначениях из 13.4.1 пусть f — отображение класса 


С” из X в отделимое полинормированное пространство Р. Если y, € 
Е Χι, обозначим через f,, отображение Ya +» | (Y1, Yo) из Ä,BFu 
положим g (ἠι) = (fy, fe). Функция 8: er F , определенная : 
таким способом, принадлежит классу Ο΄ τ᾽ 


(f, l © ty) = (g, ty); 


другими словами, 


(р, ty © te) er (re (Yot> | (Υι, Ya), to), ty). 
Аналогично 


(7, НФЬ) = (Yor® (инь Yo) 4), Ь). 


13.4.5. В обозначениях из 13.4.1 пусть 
2 TS) (Хх) @ TY? (X 2) > TP? (X) 


— линейное rere определенное билинейным отображением 
-(t,, b)tæ 4, В; это отображение инъективно; оно биективно, 
если А; и Rg бесконечны. ! | 

Если п < г, обозначим через ΤΩ) (Χ,, Х,) векторное подпро- 
странство в Т т (X) @ TY? (X,), порожденное подпространствами 
TY (X) & rite (X,) для ky + k, < п. Существует одно и толь- 
ко одно линейное отображение 


G3 FOG Xe REO: 


которое продолжает определенные выше отображения’ Gp ~,3 ЭТО 
отображение является изоморфизмом. В дальнейшем TY (X) ото- : 
ждествляется при помощи %,' с векторным подпространством 
7! (Χι, X) в ΤῸ (Х) ® TE (Χρ. | 


13. 4.6. Companun обозначения из 13.4.5 и 13.3.1. При переходе x 
фактору &r,,r, определяет линейное отображение 


eh, k, ἔτει Τα; (41) @ ἔτι Ta (Χα) + gt, Tx (X). 


ns STE her PRES ee BEEN RER VERSER SE en TE 
= SRS Re Oe TRE + ue Por >: ESS re M2 Επ MR ne Te SRE A 
7 Ze > ἕω ας die Ti x нае: ET, à 
2 2 a ä Be: } PRESS ως. 
xe = x 4 eS 
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 ООбражения Srp, (№ + № < η. суть компоненты градуирован- 
ного степени нуль линейного отображения 


et @ (ern T (Xi) ® gra ТТ (X2)) > © gr, Tr X), 


Ryker 


являющегося изоморфизмом. Диаграмма 


„Ber Ta (Χὐ ® gra Ts (хат (X) 
a | ze ΐ ix 


‚ BTS" (Ta (X 1) ® ТЗ" (Ps, (X2))) > Ф ТЗ (Ta (X1) X Tx, (Xe) 
коммутативна (в этой диаграмме i], означает гомоморфизм, инду- 
цированный отображением ix, @ 1х, И O — изоморфизм, опре- 
деленный в Αἰσ., chap. ТУ, 8 5, n° δ). Если г бесконечно, то эта диа- 
грамма записывается просто в таком виде: 


gr T'S? (X) @ er TK (ХЭ > or TS) (X) 
| ix ‚Six, | ix. 


TS (Tx, (X;)) ® TS (Tx, (Xs) > TS(T, (X) 


13.5. Копроизведения 


В этом пункте X означает многообразие класса С”, а x — точку 
B À. 


13.5.1. Пусть А < г. Если À — диагональное отображение y +e (y, 
у) и X BX X X, το A, отображает TE’ (X) в Te (X: x X), 
являющееся векторным подпространством в TE (Χ) ® TY (X) 
(см. 13.4.5). Таким образом получаем линейное отображение, так- 
же обозначаемое через Δ. (или С), 


Ty? (X) + TS (X) ® TE (Αγ. 


оно называется копроизведением, связанным с Ty” (X). Будучи 
наделено этим копроизведением, sod. (Х) становится коассоциатив- 
ной и кокоммутативной коалгеброй (Alg., chap. III, р. 144—145); 
эта коалгебра допускает в качестве коединицы линейную форму, со- 
поставляющую точечному распределению его свободный член 
(13.2.1). Если k’ < k, вложение us TY”) (X) BT” (X) есть морфизм 
_ коалгебр. 

Если с = (И, φ, Е) — карта на X, центрированная ВХ, TO H30- 
морфизм 

0:79 (ЕТК) 


Bere eee Se 5 + AA à че PIS An πες = Op - 
в + > - x 
Ea ao > 2 
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есть изоморфизм коалгебр, если τ: (Е) наделено копроизведением, 
индуцированным он в TS (Е) (см. Alg., chap. IV, 
S 50 2), 

Если φ: X > У — морфизм многообразий класса С’, то отоб- 


ражение из Т“ (X) в Ft (У), индуцированное отображением 
ф„, есть морфизм коалгебр. 


13.5.2. Пусть Fy, Е, и F — отделимые полинормированные про- 
странства и (Uy, и.) > Uy. и. — непрерывное билинейное отобра- 


жение из F, X F, B F. Пусть ЁЕ Ty (X), и пусть с (t) = Zu Q 


© и; (uj, Ὁ) лежат в To (X)) — его образ относительно oo 


ведения. Пусть Ἢ: X > Fi (i = 1, 2) — отображения класса С’. 
Имеем | 


(ff, Ὁ = У (fs Uj). (Jos 91), 
/ 


что записывают, допуская ВОЛЬНОСТЬ В обозначениях, так: 
(files D = (1 Oh, cd). 


13.5.3. Пусть ¢ € Т® (X), где k <r. 

a) Для того чтобы с (1) = ¢ 62 & необходимо и достаточно, πας 
[ равнялся 0 или <... 

Ὁ) Для того чтобы с (D = [® в, +e,@ Ь необходимо и до- 
CTATOUHO, чтобы { был касательным ses cia ies т. €. чтобы ЕЕ 


=: тот (Х). 


13.6. Распределения с конечным носителем 


13.6.1. Пусть X — многообразие класса С’, и пусть А < г. Через 
J) (X) обозначается прямая сумма пространств ΤῸ (X) для x € 


€ X. Элемент из J“ (X) называется распределением с. конечным 
носителем на À порядка «κ. Если f: X — Е — функция класса 


С’ со значениями в отделимом полинормированном пространстве 
k 

Fu если t= У &, где БЕТ” (X) для всякого x € X есть 
х@Х 


распределение с конечным носителем, полагаем 


(f, = ΣΦ 4). 


хех 
Аналогично, полагаем с (0 = 2 с (#.), что наделяет 7% (X) 
хе 


структурой коассоциативной кокоммутативной коалгебры, облада- 


ющей коединицей t+» (1, 2). Вложения FT”? X > 7) (Х), где 
Е’ < Е, суть морфизмы коалгебр. 
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Если φ: X — У — морфизмы многообразий класса С”, το отоб- 


ражения TS” (9): Τ (XS Fe (У), относящиеся к всёвоз- 
можным точкам х многообразия Х, определяют линейное отоб- 


ражение Q,, из я) (X) (У), являющееся морфизмом коалгебр. 
Если X, и X, — два многообразия класса С’, то отображения 


ax (см. 13.4.5) определяют линейное отображение 
TO (ххх) + T (Хх) QT (X), 


которое инъективно; это морфизм коалгебр. Если k = 00 или о, это. 
изоморфизм коалгебр. 


13.6.2. Пусть Х — многообразие класса С’и У — векторное К- 


пространство конечной размерности. Элемент из 9“ (X) @ V 
называется распределением с конечным носителем на À со значени- 
ями в У. Если К = В, У = С, подобное распределение называется 
также комплексным распределением с конечным носителем Ha À. 
Определения и результаты предыдущих пунктов сразу распростра- 
няются по линейности на распределения со значениями в И. 


13.7. Ослабление структуры 


Предполагается, что К = В. Пусть r’ € N, таково, что Г’ < г. 
Пусть X — многообразие класса С’ и X’ — многообразие класса 
С”, полученное ослаблением структуры (5.13.1). Пусть xEX и 
ЕЕ ΤΡ (Х), ге < г. Выберем карту с = (0, ф, Е) на X, цен- 
трированную вх, и пусть ¢ — такой элемент из TS (Е), что 0, (t) = 

= $. Поскольку с есть карта на À”, центрированная в X, элемент 
р = 0, (t) из Т® (X’) определен; он не зависит от выбора с. Отоб- 


ражение £+> { есть биекция из ΤΘ (X) на ΤῸ (X'), посредством 
которой эти два пространства отождествляются. Получаемые таким 
способом отождествления согласуются с операциями (], #), Ф.. (0, 
t,t. с (0... из предыдущих пунктов. 


ОХ WE PES τρ ОЕ АННА 
АА ον ЗЕЕ 5 аа < = BER + -- 


En 


STEH = 


er Fe 


$ 14. Дифференциальные операторы 


_В этом параграфе Х означает локально конечномерное многооб- 
разие класса С’, где г € Мк; через Е и F обозначаются векторные 
расслоения конечного ранга, класса С” и с базой X. 

Все рассматриваемые многообразия и векторные расслоения пред- 
полагаются локально конечномерными. 


14.1. Дифференциальные операторы 


14.1.1. Пусть k — такое целое число, что 0 Ck <r, и пусть p* (Е) — 
расслоение струй сечений порядка К расслоения E (12.6.1). По- 
JIO2KHM 


D'(E, F) = &(P'(E); В. 


Это векторное расслоение с базой Х и класса С"; Сечение этого 
расслоения над открытым в À подмножеством U отождествляется с 
отображением 
D: P* (Е И > FU, | 

коммутирующим с проекцией на U и линейным на каждом слое; 
такое сечение называется дифференциальным оператором на U 
типа Е — Е и порядка < Е. Пусть h € Nx {0}, ге0 < # <г— 
— κ. Через Di" (Е, Е) обозначается множество дифференциальных 
операторов на U типа Е — Fu порядка < Е, которые принадлежат 
классу С" (как сечения расслоения D* (Е, F) или как морфизмы 
из P* (Е) [О в ВО, что сводится к тому же). Если М = D“ (Е, 
Е), то Du" (Е, Е) = #y (U); это модуль над GC" (U) (см. 7.4.1). 

Всли 0 < #' < k, то морфизм г": P* (Е) > = (E) (cm. 12.6.6) 
определяет инъекцию расслоения κ (Е, Р) в Γ΄ (Е, Р); всякий 
дифференциальный оператор порядка <k’, таким образом, отожде- 
ствляется с дифференциальным оператором порядка- <Е. Про диф- 
ференциальный оператор порядка LR, который не является опера- 
тором порядка LR — 1, говорят иногда, что он имеет порядок k. 
Если h € Мк U {0} ‘и h <r— Киесли U открыто в À, TO 


Oc Dy (Е, PC Dy" (E, FYC --- CDU (E, Β). 


PS sen ee SG = ze EEE ER 
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—< 


7 
Если г = со или ®, через Du” (Е, Р) обозначается объединение 


k 
‚ множеств Dy" (Е, F) для k > 0; элемент этого объединения назы- 
вается дифференциальным оператором на U ограниченного порядка 


(типа E — F, класса С") или иногда просто дифференциальным опе- 
ратором Ha U. | 


14.1.2. Bee нулевого порядка.) Имеем eye BARS. 1) 
и 2° (Е, F) = & (Е; Е). Если И — открытое в X подмножество 


и если h € Nx |) {0} ий < г, то элемент из Dee (Е, Е) есть мор- 
физм класса С" us Е | ИвЁ| И. 


14.1.3. (Ослабление структуры.) Предположим, что К = В, и 
пусть 7’ € М, где r <r. Пусть X’, E’ u F’ — многообразие и 
векторные расслоения класса С”, полученные ослаблением струк- 
туры из Х, = n F соответственно. Пусть Е — такое целое число, 
что О < Е <r. Тогда p* (E') есть расслоение класса C7", πο- 
лученное Ру. (Е) облаблением структуры, и аналогичный Er 
‚ тат справедлив для D* fz, F). В частности, если U открыто в 
X и если O<h<r—k, то Du (Е', Е) = Di (Е, δ) 


14.1.4. Пусть D — и оператор Ha X типа E +> F 
и порядка <k (re 0 < Е <r). Пусть И открыто в X и $ — сечение Ἢ 


класса С расслоения E над U, где m € Мк U {0} и k <m<r. 


Тогда j -ϱ есть сечение класса Ο'-΄ расслоения p* (Е) над U 
(12.6. 1) его образ относительно D обозначается через Du ($) или 
D ($). Это сечение расслоения F | U. Предположим, что D принад- 


лежит классу С", где й = т— k. Тогда Du (5) принадлежит классу 
_ С", и полученные таким способом отображения 
Ри: 9 (0) -» Fr (U) 
обладают следующими свойствами: 
(1) Du есть„К -линейное отображение. . 
(2) Для всякого $ € «РЕ (U) и всякого Е в О подмножества 
У имеем Dy (s| У) = Du (s) | У. 
(3) Для всякого $ € FE N и всякого X € U, таких, что j; ($) = 
— 0, имеем Ди ($) (x) = 


(3’) Для всякой системы SE Е = (é,...,&") на О и всякого 
репера $ = ($1, ..., $1) расслоения E над U (7.4.4) существуют такие 


сечения mall<i<d «Е №,, | %| < № для Е над U класса 


С", что для всякого семейства (f,)ı<isa элементов из С” (И) вы- 
ms равенство 


DZ hs )= ex Ae (f;) «Nig (cm. 13.2.6). 


Isisd,lalsk 
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(4) Для. всякой функции f € GC” (U) и всякого отображения 9 
из Pu (Е) For (Е) обозначим через ad (f) 9 отображение 
ste f.0(s) — 0 (р. 5) | 
из PU (Е) в fy (F). Тогда для всякой функции f € С” (U) существу- 
ет такой дифференциальный оператор L на U типа E — F, порядка 
<k— 1 и класса С", что 


(ad (f) Du) (8) = Го ($) для всякого $ У сд" (Е). 
(5) Имеем 
аа (К)... ad(f,) Du --0, каковы бы ни были f,, ..., fe B 6” (U). 
Если положить [ = {0, ..., k} Ἡ [η = Ἂ „fi для всякого подмножест- 


Ba. B Ι, то предыдущее не эквивалентно тому, что 
ΠΡ 
tl} fn. Du (fi-n.s) = 0, 


Ac! 
каковы бы ни были fo, ..., № из С"(И) us из Pr (U). 


14.1.5. (Характеризация дифференциальных операторов.) Пусть 
k, muh = m—R те же, что в 14.1.4. Для всякого открытого в 
X подмножества U пусть Dy — отображение из FE (U) в (U). 
Предположим, что условия 1, 2, 3 (соотв. 1, 2, 3') из 14.1.4 выпол- 
нены для всякого открытого в X подмножества U, Тогда существу- 
ет один и только один такой элемент D в pit (Е, Е), что отобра- 
жения Ди суть соответствующие ему отображения !). В последую- 
[ΠΕΜ изложении D отождествляется с семейством отображений Dy. 

Если т = oo или ®, той = ти условия (3) и (3’) можно заменить 
одним из условий (4), (5). 


14.1.6. (Скалярные операторы.) Предположим, что Е и F равны 

тривиальному расслоению Кх. Дифференциальный оператор типа 

Е — Е называется тогда скалярным дифференциальным оператором 

или просто дифференциальным оператором; если его порядок <k, 
k k 

это сечение расслоения  (P° (Χ); Kx) =P (X)*, дуального 


к расслоению p* (X); используя изоморфизм 
ΕΡΕ (см. 13.2.5), 


видим, что скалярный дифференциальный оператор порядка LR 


k 
отождествляется с сечением векторного расслоения Τη a, тие, 
с полем точечных распределений порядка <R. 


1) Достаточно, впрочем, чтобы условие (3’) выполнялось для семейства (ξχ) 
систем координат и семейства реперов (S,), области определения которых ο 
вают все Χ. 
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В частности, возьмем в качестве Х открытое подмножество 
в К", где и — целое число 220. Поля точечных распределений 


А”: χε» Ay (см. 13.2.6.) 
суть скалярные дифференциальные операторы класса С”. Для 
всякого h € Мк, элементы A” (для [a] < k) образуют базис 


С" (Х)-модуля ΦΧ" (Kx, Kx). 


14.1.7. (Комплексные дифференциальные операторы на вещественном 
многообразии.) Предположим, что К = В и что векторные расслое- 
ния E и F наделены комплексными структурами (8.8.1); пусть Е — 
такое целое число, что 0 < k < г. Расслоение p* (Е) наделено тогда 
комплексной структурой (12.6.3); расслоение с (P* (E); F) (7.8.5) 
комплексных линейных νε из P* (Е) в F есть векторное 
подрасслоение B & (P* (Е); F) = * (Е, Р); оно обозначается через 
Dé (Е, F). Его сечение называется комплексным дифференциальным 
оператором типа Ё > Ри порядкя. <k. Если ПЕ Nruh<cr—k 
и если U открыто в À, то через Di (Е, Е)с аналогичным образом 
обозначается пространство сечений класса C расслоения Dé tf; 
К) над U; это векторное С-пространство. Прочие определения и pe- 
зультаты этого параграфа распространяются на комплексные диф- 
ференциальные операторы аналогичным es, их формулиров- 
ку мы оставляем читателю, 


14.1.8. (Композиция.) Пусть С — векторное расслоение класса С” 
с базой X. Пусть k’ и Е” — положительные целые числа с суммой А < 
< r nu D’ (соотв. О”) — дифференциальный оператор Ha Х типа E > 
— F (соотв. типа F -» G) и порядка «Κ΄ (соотв, <k’). Предполо- 
жим, что О’: P* (Е) —F принадлежит классу С", где й’Е Мк J 
U {0} u kR°< h° < r — Е; отображение 


р’ = Pf Le : PF (P* (E)—P (Е) 


принадлежит классу CE (12.6.8); Пусть В — канонический 
изоморфизм из P* (Е) B Ρ΄ (P* (E)) (cm. 12,6.5). Взяв композицию 
_ отображений 
D! 
P*(E)—+ > PY (р! ' (E)) — P* ЦЕ G, 
получаем дифференциальный оператор типа Е > Си порядка <k. 
Этот оператор называется композицией опёраторов D” и)’; он обоз- 
начается через О" o D”. | 


Если U открыто в X иеслиз Е «РЕ (U), то 
D" + D'}(s) = D" (0’ (9) 
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(где оба члена суть сечения расслоения G над И); это оправдывает 
принятые терминологию и обозначение. 


Предположим теперь, что О” принадлежит классу ee где h” € 
Е Мк U {0} и №" < г—!'. Тогда Ρο D' принадлежит классу 
С", гдей = inf (h’ — β", h”). 
Предположим, что Ε = F = Сичто Κ' < й"; в этом случае)’ ο D” 
определен. Тогда D’ ο О” — О” ο О’ есть дифференциальный one- 
=. типа E— Е и порядка <k — 1; он обозначается через Ш”, 


Ρ’]. 


14.1.9. uses Сохраним обозначения и предположе- 


ния из 14.1.8; пусть H — векторное расслоение класса С” с базой 
X uD’ — дифференциальный оператор на X типа Ω-» H и по- 
рядка «[Κ''', где Κ' + Е" + Κ''' < г. Предполагается, что О’ при- 


надлежит классу С", где h’ € Nx |) „go \uk’+k'<W<r- 
— β', u что О” принадлежит классу С", гдей" € Мк |} (0) uk" <. 
< "< r— k", Тогда композиции | 


D” ο (D’ ο J)’ ) И (D” °D”) o ο)’ 
определены и равны. 


14.1.10. Примеры 


а) Пусть U — открытое в X подмножество, D € Dé" (Е, Ε) с 
ВЕ МК |) (0} и h<r—k и fe 6" (0) (соотв. ΕΕ" (И). 
Умножение ir [BE (соотв. F) есть дифференциальный оператор на 
U порядка <0 и типа E — Е (соотв. F—F) (см. 14.1.2). Компози- 


ции DefufeD определены и принадлежат Di (Е, Р); полагаем 
ad (f) D = feD—Defe Dy" (E, F) 


(cm. 14.1.4, (4)). ne образом, Di" (Е, Е) наделяется ετργκ- 
турой правого er *(U)-monyaa (соотв. структурой — левого 


C "(U)- -модуля). Структура левого модуля совпадает с соответствую- 
щей структурой из 14.1.1. 
b) Предположим, что г = со или ®. Дифференциальные опера- - 


Topp! типа E—E и класса С” образуют ассоциативную К-алгебру 
с единичным элементом. 


с) Возьмем в качестве Х открытое подмножество в К”. Скаляр- 


ные дифференциальные операторы Δ΄ (14.1.6) ie Ee φορ- 
‚ мулам 


Δύο At = (α, В)) λα“ 
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Они коммутируют между собой. Обозначим через D, оператор А“ 
(1-я частная производная). Если. К имеет характеристику. 0, то 


” 


= De DON, 


n 


Если К имеет характеристику р 5-0, то D}? =0 для всякого ἴ. 


14.1.11. (Полидифференциальные операторы.) Пусть Ει,..., E, — 


_ векторные расслоения класса C” с базой Х, и пусть À, К, ..., k —- 
целые числа, принадлежащие (0, г). Положим 


(в, +++ №) = £(P"(E)@ +++ ®Р"(Е,); Е). 


Если Ё < для всякого i, проекции г. ΡΕ (E,) > Р\ (Ε) 
позволяют отождествить расслоение L (Κι, ..., k,) с подрасслоением 
расслоения L (Е) = L (К, ..., К). Существует наименьшее подрассло- 
ение М (k) в L (Κ), содержащее все подрасслоения L (Κι, ..., Κη) 
для К +... + А = k. Сечение Н расслоения М (k) называется. 
п-дифференциальным (или полидифференциальным) оператором типа 
(Eis .... E,) > Е и порядка < Е. Если $ (1 <i < п) есть ceue- 
ние класса С” (т Е М,, т > k) расслоения E, над открытым в Х - 
подмножеством U, то определяем Au ($1, .... S,) = Н (δι, ..., δη) 
как образ относительно Н сечения f (5ι) © ... & т (5) расслоения 


Р" (Е) ® +++ @P* (Ey). 
Это сечение расслоения F| U. Если Н принадлежит классу С", 


это сечение принадлежит классу С”, где р = inf (т — А, №), 
Если E,, .... E, и F равны Kx, говорят, что Н — скалярный 
п-дифференциальный (или полидифференциальный) оператор. 


Пример. Пусть J — конечное множество, A X — открытое под- 


множество в А”. Пусть A — скалярный n- дифференциальный опе- 
ратор порядка < kHa X. Существует единственное семейство таких 
скалярных функций 


с (® (1), ..., Ην. ws aln)JENY; $ | (ἡ) |< 


=] 


на Х, что 


| " 

Нх (р...) = 23 οἰαί),..., в) li)... AN (F,) 
all), ..., a(n) 

для всякого семейства (fi, ..., [„) функций класса С" на X. Для того 

чтобы Н принадлежал классу С", необходимо и достаточно, чтобы 

- функции с (< (1),...., ο (п)) принадлежали классу е. 
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14.2. Символы 


14.2.1. Пусть k — положительное целое число < г. Рассмотрим точ 
ную последовательность = 


O—> P, (T (X); E)++ P* (Е) 1. P*—' (E) +0 


k,k—1 
из n° 12.6.8, где положено j = r"" . Применяя векторный функ- 


тор M+» ИЯ (М; F) к этой последовательности, получаем точную 
последовательность 


0>&(P*(E); Ες» ¥ (p (E); F) (р, и (X); Е); В) +0, 
которую можно записать так: 


0—0" (Е, F) £4 D* (E, F) -* .Φ (Е, F)> 0, 
ВВОДЯ обозначение 
S* (Е, Ε) = & (P, (T (X); В); В). 


Гомоморфизм j’ = «6 (7; Ide) есть каноническое вложение расслое- 
k—1 k 

ния D (Е, ЕВ) вр’ (Е, F); гомоморфизм в, по определению равен 

% (5 Ide). Если D — дифференциальный оператор типа E — F 

и порядка <k, то его образ относительно в, есть сечение о, (D) 


Е 
расслоения S (E, F), которое называется А-символом (или просто 
символом) оператора D; о, (D) = 0 тогда и только тогда, когда D 


имеет порядок < k— 1. Ecru D принадлежит классу С”, то же спра- 
ведливо и для его символа, 


14.2.2. (Различные интерпретации расслоения символов.) Paccroe- 
ние 5” (Е, Р) = & (P, (Т (X); E); F) можно записать различными 
способами. Прежде всего, если x Е X, то элемент из Pe (Т.Е, 


отождествляется (13.1.2) с элементом из & (Т5* (T, (Х)); E,). > 
Таким образом получаем отождествления векторных расслоений 


_ РьГ(Х); В) -- «6 (TS (T (X)); Е) = (TS*(T (X)} @E 
и, применяя векторный функтор М „= € (М; В = М* © Ё, noe 
лучаем 
5* (Е, Е) = ТЗ" (Г (Х) ® Е*®Е = ТЗ" (Г(Х)® (Е; Е). 


Можно также преобразовать предыдущее выражение. Если M и 
N — два векторных расслоения, обозначим через Sym: (M; N) 
подрасслоение в € (М, ..., М; N), образованное R-IIMHeÄHBIMH CUM- 
метрическими отображениями. Имеет место канонический изомор- . 
физм 


Sym*(M; №) — Зут^ (М; Kx)@ Ni 
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ς другой стороны, ДВОЙСТВЕННОСТЬ между © EM и © 'М* отожде- 
_ ствляет Sym’ (М; Кх) с TE (M*). Тем самым возникает отождест- 
вление 
| Sym*(M; Ν) = -Τ5΄ (M*) © М. 


Применяя эту формулу к М =Т(Х)* и М=@®& (Е; F), πο- 
лучаем | 


S'(E, F)=TS"(T(X)QL(E; Е) = Зуте (Т (Х)*; & (Е; F). 


Предположим, что К имеет характеристику 0 или >k, Если и — 


симметрическое К-линейное отображение, обозначим через и COOT- 
ветствующее полиномиальное отображение 

| 
Zu, eee x). 


ХЕ» 


Отображение u re u определяет изоморфизм 
S'(E, Е) = Sym* (Т (Х)*, 46 (Е; F)) > Рь(Т(Х)*; & (6, Е)). 


Таким образом, всякий элемент о из $" (Е, F),, roe x € À, мо- 
жет быть отождествлен с однородным полиномиальным - отображе- 


нием в степени k из T, (X)* 6 & (E,; F,). 


14.2.8. (Вычисление символа дифференциального оператора.) Пусть. 
x  Хир — дифференциальный оператор типа E — F и порядка 
«Е, определенный в открытой окрестности точки X и.принадлежа-. 


ο —À ο 
щий классу С” ``. Сейчас мы более явно опишем значение о, (D) (A) 
символа оператора D в точке x, Рассмотрим его как элемент из 


Sym (T, (Х)*; 6 (E,; F,)) (cm. 14.92.2), Пусть @,, ..., ©, — ΚΟΒΕΚΤΟ-. 
ры в X, и выберем такие функции fi ..., fr класса G’ B открытой 
окрестности И.точки x, что а, р = 0, ain i= 1, „., Е, Положим 


Ρ' = (— 1)*ad(f,) ... ad(f) D (см. 14.1.10, а). 


Оператор О’ имеет -порядок < 0; это сечение расслоения 
& (Е; Er. | U, Значение оператора D's x ecth A (ωι, .... ,) ИЗ 
Y(E,; F,), зависящий лишь OT (@,, ..., ὥχ). Отображение A, 
определенное таким способом, симметрично, Оно совпадает с символом 
о, (D) (x) оператора D 8 x. | 

Предположим, что К =R или С, и более явно опишем символ 
с, (D) (x), рассматриваемый как однородное степени À полиномиаль- 
ное отображение из T, (Х)* в & (E,; F,) (см. 14.2.2), Пусть © € 


СТ, (X)* nv ЕЕ, ; выберем такую функцию f класса С’ в откры- 
той окрестности U точки x, что 4}. = ®, и такое сечение $ класса 


С’ расслоения E над U, yTos (x) =v, Существует одно и только 


Е DS een ne 
i Eee 2 - - N er, 3 LE à $ eens = ος Е, 
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= одно такое семейство (фу, Φφι, ..., Pz) сечений расслоения F над U, что. 


k 
e"D(e')= У ὑφ) для всякого {€ К. 

j=0 
Тогда ф, (x) не зависит от выбора f и $, таких, что af = ©, v (x) = 
= $; отображение Ut» @, (X) есть элемент λ (o) из & (E,: F,), 
и À есть однородное степени À полиномиальное отображение из 
ОО в ΚΕ Е) Это отображение совпадает с символом 
о, (D) (x) оператора D в x. 


14. 2.4, (Скалярный nt Возьмем E = F = Kx; в этом случае 
D* (Е, F) отождествляется с расслоением T” (X) точечных pac- 
пределений порядка <k (см. 14.1.6), „Имеем . 

s* (Е: eye το’ (Т (X)), 
и символ 

о»: т (Х) = TS*(T (X)) 
есть не что иное, как композиция 
T® (X) > T? (XE (X) £4 TS* (Г (X)), 

где i, — изоморфизм, определенный в 18.8.9, 

Возьмем, например, в качестве Х открытое подмножество в 
К", и пусть {ey, +, Εῃ) — канонический базис в. пространстве 
К" (отождествленном с касательными пространствами Т, (X)), 
Если % € № таково, что | % | < Κα, то символ оператора A” задает- 
ся формулами (см, 13.3.3): | 

0,(A°) (x) = 0, _ если |α|-ς x, 

0, (Δ) (x) = Ya, (G1) ... Yon (е,), если |α|-- Κ, 
причем произведение элементов Ya, (©) есть симметрическое про- 
изведение (см, 13.2.6 и 13.3.3). 


14.2,5. (Символ композиции.) Обозначения и предположения те 
же, что-в 14,1.8, Композиция линейных отображений определяет 


спаривание 
| Æ (Fi G) x £(E; Ε)-»46(Ε; 0). 


С другой стороны, операция симметрического произведения 
определяет спаривание | 


\ TS (T (X)) x TS“ (T (X)) + TS* (T (X)). 
Поскольку 

S" (Е, 9) =Т8" (T(X) @&(F; 0), 

SIE, Fist “(T (X)) @ &(E; В), } cm: 14.2.2, 


5" (Е, G = TS’ (T(X) @&(E; 0); 
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отсюда с помощью ρας произведения получаем спаривание 
(+) _ 5” (Е, G) x 5" (Е, Е) — 5" (Е, 0). 
Тогда получаем формулу 

| 0, (D'°D) = ον (D") . ov (D), : 
где произведение, фигурирующее в правой части, определяется 
указанным выше спариванием (*). 

Предположим теперь, что К, имеет характеристику нуль, и пусть 
x Е X. Обозначим через о (соотв. σ΄, 0”) Е-символ “(соотв. k’-CHMBON, 


Е”-символ) оператора D” ο D’ (соотв. О’, О”) B x. Для всякого @ €: 
€ Т, (Х)* имеем тогда (в обозначениях конца n° 14.2.2) 


с () Е (Ел; 0,), Hl) Е &(Е;Е,), 0 (в) 6% (Е; 0) 
σ (6) = 0” (ὦ) ο 0’ (6). 


14.3. Транспонирование 


В этом пункте предполагается, что À — чистое ‘многообразие раз- 
мерности п. 


14.3.1. Пусть Q = det (T (X)*) (см. 7.9.9); это BERTODRSE расслое- 
ние ранга | в каждой точке, с базой X и класса Ο΄'. Тогда 
Q= Л Т(Х* = Alt" (T (X); Kx). 


Пусть М — векторное расслоение с базой Х. Полагаем 
M=&(M; 9) = M*@Q’). 
Если М принадлежит классу С", где he Nx |] | 0 nA<r—|, 


таково же u М. Каноническое отображение из М в M = & (46 (M; 
(2); 44) есть изоморфизм; оно используется для отождествления М 


ς М. 


14.3.2. (Определение транспонирования.) Пусть А — целое поло- 
жительное число «т — 1, и пусть D — aise 2 ag Herc onepa- 
тор типа E-» F, порядка <k и класса С", где ВЕ Мк |} {0 } и 
k<hsr—k. Тогда существует дифференциальный оператор 
! Ha Х типа FE порядка <k, обладающий следующим CBOH- 
CTBOM: 


1) Следует не смешивать M с накрытием для М, определенным в 10.2.4 и обозна* 
чаемым таким же образом. 
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Пусть & = (El, ..., Е”) — система координат в открытом в X 
подмножестве U, и пусть $ = (S))ı<ise (соотв. ¢ == ({λις]ᾳὴ — 
репер расслоения Е (соотв. расслоения F) над U. Пусть (51) (соотв. 
(ἡ) — репер расслоения E* (соотв, расслоения Е*), такой, что 
(S;, si) == di. (соотв. QE Г) = Ô;;), и пусть (5) (соотв. (2) — репер. 
расслоения Е (соотв. F) над U, полученный при взятии тензорного 
произведения репера (st) (соотв. (#)) с репером w = dE! Л... Ла" 
расслоения Ω. Пусть сё (1<i<e, 1 Si <f,|®a| < k) — такие 
функции класса С" на U, что 


D(x Ϊ я) saa Σ cal? (PE ti, 
1 URI 
каковы бы ни были функции ЁвС "FR (U) (см. 14.1.4 (3')). Тогда 


D (Eat) = À. (— 1! “!Δξ (48) 5, 


| | ; 
каковы бы ни были функции g; в С""" (U). 
Предыдущее свойство (которое должно выполняться, каковы бы 


{ - 

ни были, $ и f) определяет D: однозначно 1). Оператор ‘D na- 
h—k 

зывается транспонированным к D; он принадлежит классу C*7*, 
Если h> 2k, транспонированный оператор для ‘D определен и 


равен D (ввиду отождествлений расслоений Е и F c E u F соответ- 
ственно). 


Отображение D+» 'D является К-линейным, Если k == 0, т, €. 
если D есть морфизм из E в F, то ‘D есть морфизм «6 (D; Ido) из 
Ε.Ε. 

Символ оператора ‘D получается из символа OREPATOPA D c no- 
мощью изоморфизма 


TS* (7 (X)) Θ 4 (6; Е) ТЗ" (Т(Х)® 4 (ξ; E), 
являющегося „ TSRSOPHEIN произведением автоморфизма (--1᾽ рас- 
слоения TS*(T (Х)) u изоморфизма u æ (u, Ide) из £ (Е; F) 
на & (F; ΕἼ. 


14.3.3. (Гранспонированный оператор к композиции.) Примем 
t 
обозначения и продолжения из 14.1.8; предположим, что р 


принадлежит классу un классу С", где В’, h" лежат в Nx U 
U {0},hk° >k + о uh" > k" + Qk’, 


1) На самом деле достаточно проверить требуемое свойство для таких троек 
(Ελ, s*, t*), что области определения карт Е покрывают все X. 
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Тогда определены. транспонированные операторы KD’ Du 
D" ο О’, равно как композиция операторов ‘D' u‘D”, и 


ΠΡ oD’ ) - ID Ξ pr. 

В частности, если приняты предположения и обозначения из. 

14.3.2 и f — функция класса С’ на X с 2 <h, то (Def) — 
= fo'D, 

Пример. Возьмем в качестве X открытое подмножество в К". 


Обозначим через El, ..., ἕξ координатные функции на X и отожде- 


ствим Ω с Kx посредством репера ὦ == 41 /\.,. A 4". Если Е = 
= А = Кх, то 


Fe Fe % (Kx; are Кх) = Κχ, 


и операция Dre D преобразует скалярные дифференциальные 
операторы в скалярные дифференциальные операторы. Например, 


(δ = (— 1)/*!A* для всякого a € №. 


_ Если г бесконечно, то транспонирование есть антиавтоморфизм 


`алгебры DY" (Kx, Kx). 


14.3.4. Пусть À — такое подожительное целое число, что К имеет 
характеристику 0 или >k. Пусть ©, — векторное расслоение 


Л" Т(Х)*= Alt" (T (X); К x). Примем Mister и предположе- 
ния из 14.3.2; пусть, кроме того, р’ — дифференциальный оператор 
на Х типа F>Eu порядка <k; оператором Грина для (D, О’) 
называется всякий такой полидифференциальный оператор G (см. 
= 1.11) типа (EZ, Ε) + Q,, порядка <k— 1) и класса C"(ch>- 

> 1), что имеет место тождество. 


(1) (D (u), 0) — (и, 2 (0) = d(G (u, 3), 

каковы бы ни были открытое в Х подмножество U и элементы и € 
€ Fe (U), VE Fr (U), Уточним, что в этой формуле d означает 
внешнее дифференцирование (8.3.5) и (D (и), v) (соотв. (и, D” (υ))) 


означает сечение расслоения ® над U, полученное из пары (D (u), 
Ὁ) (соотв. из пары (u, О’ (v))) посредством канонического спарива- 


ния из F X F (соотв. из Е X Е) в Q, Существование оператора G 
влечет за собой О’ = ‘D; говорят также, что С есть оператор Грина 
для D. 


1) Если k = 0, условимся, что это означает G == 0. 


7 Н. Бурбаки 


- 
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14.3.5. Пусть D — дифференциальный оператор на X типа E > F, 
порядка <k и класса С’ ch Е Nkuksh<s г— Е. Ina D су- 
шествует оператор Грина класса С”! в каждом из следующих 
случаев: RES 

а) К == В, г = со u X паракомпактно. 

Ὁ) К имеет характеристику 0 или >k, X изоморфно открытому 


‚ подмножеству в К” и расслоения E и F изоморфны тривиальным рас- 
слоениям. | 
с) Оператор D имеет порядок <1 (см. 14.3,7). 


14.3.6. Сохраним предположения и обозначения из 14.3.3. Если G’ 
(соотв. С”) есть оператор Грина для О’ (соотв. О”), то существует 
один и только один такой оператор Грина H для О"® О’, "το. 


. Н(и, Ὁ) = G" (0’ (u), v) + 0' (u, D" (υ), 


каковы бы ни были открытое в X подмножество И и элементы и € 
k k | 
€ Fe (U) nv € PE (U). | 


14.3.7. Имеем 51 (Е, F) = T (X) Q E* @ Е (cm. 14.2.2). С другой 
стороны, правое внутреннее произведение (ξ, в) +i (&) α (см. 
Alg., chap. III, p. 158!) определяет изоморфизм из T (X) ® 0 на 
ΕΙ; посредством тензорного произведения с дуальным к ® расслое- 
нием (2; получаем, таким образом, изоморфизм u3 T (X) на 2* @ 
& 9,, а из него изоморфизмы векторных расслоений 


51 (Е, Р) = Q* @ 2, ® EX @ F = (E@ Ё*®0)* ©, = 
(= (EQ OQ =#(Е® F; ©). 
_ В таком случае, пусть D— дифференциальный оператор на 
X una E > Ё, порядка <1 и класса С"с ВЕ Nx U {0} uh<£r— 


ον --1. Существует единственный оператор Грина для D, он имеет 


порядок 0; это морфизм класса С" из Ε @ F 8 Q,, и он получается 
из символа оператора D посредством предыдущего отождествления. 


14.8.8. Предположим, что К = В ичто X отделимо и ориентировано 
(10.2.4), и пусть А — замкнутый кусок (11.1.2) многообразия Х. 
Наделим А ориентацией, индуцированной ориентацией многооб- 
разия X, и OA — соответствующей ориентацией (11.2.1). Пусть 
Е — такое целое число, что 2k < г, aD — дифференциальный опе- 
ратор на X типа E — F, порядка <k и класса GH Пусть G — опе- 
ратор Грина для D, Пусть U — открытое в X подмножество, и € 


1) См. также Aue., гл. Ш, $8, n° 4.— Прим. перев, 
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k | k | 
Е ГЕ (U), vE f - (U), и. предположим, что носители сечений 
u Ἡ Ὁ пересекают А по компакту. Тогда | 


| (Dw), 0) — | (u, DW) = | 6,9) 
А А ΟΑ 
(формула Грина). В частности, если 0A = @, το 


| (Dl), ο) = J (и, 20). 
А А 


14.4. Примеры 


Предполагается, что Х — чистое многообразие конечной размер- 
ности п. Предполагается также, что оно наделено структурой мно- 


гообразия класса С”"", согласованной с данной структурой класса 
С. 


14.4.1. (Инфинитезимальные преобразования.) Пусть т — вектор- 


ный функтор в конечной размерности для изоморфизмов класса С’; 
допустим, что для всякого конечномерного векторного простран- 
ства У пространство т (У) конечномерно. Через Er обозначается 


векторное расслоение τ (7 (X)); оно принадлежит классу С”. 


Пусть & — векторное поле класса С’ Ha X, Существует такой диф- 
ференциальный оператор D типа Ex > E, u порядка <1, что | 
для всякого открытого в X подмножества U и всякого $ Е «Ре (U) 
(см, 8.4.3). Такой оператор D единствен; его обозначают через 


(θε}τ или просто θε. Его символ есть сечение ξ © Idz, векторного 
расслоения 


$1 (Ει, En) =T (X)@¥ (Ex En). 
Если У — конечномерное векторное К-пространство, положим 
TV) =#(т V); АН"; К)) =т()*® A"V*, 
и если и: И, — У, — изоморфизм, определим τ (и): τ (У) > 
— т (V2) с помощью переноса структуры. Тем самым получаем век- 


_торный функтор в конечной размерности т, Расслоение E~ = 
= т (Т (Х)) очевидным образом отождествляется с расслоением (ἔτ); 
транспонированный оператор для (Oz), есть — (Os), и формула (1) 
из n° 14,3,4 принимает вид 

(ОЕ. и, υ) + (u, θε. υ) = d(i (E) (ἡ. υ)). 
7* 


ор os К ee че, МАУ ὄρῥῳ ος; BT Dre а Te ER УМ MOD AT en А APE МС US pl 
О SPA СВ АР Е ee a 
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14.4.2. ( Внешний дифференциал. ) Для всякого целого числа р > 0 


полагаем ~ | 
= A (Г. (A); Kx). 


сет такой ee оператор D типа ΩΡ» opt! 
и порядка <1, что 
Dy (©) — do 


- для всякого открытого в X подмножества U и всякого © € 


Е Pop (U). Такой оператор D единствен; он обозначается через 
а oie d,, если хотят указать явно число D). . 

Его символ есть элемент из 51 (Ω’, Q°*'), получаемый следую- 
щим образом: прежде всего | | 

$1 (07, A) =Т(Х)® Я (©; 9") = 
= £ a! 4 (07; OPT) = 4 (QI, 97; ort), 

гле «6 (Qt, ΩΡ; Qt’) означает расслоение билинейных отображе- 
ний из QU x ОРв QT", Но внешнее произведение (a, В) ea Л В 


- определяет каноническое сечение этого последнего расслоения; 


5то сечение есть символ оператора dp. 
Чтобы определить транспонированный к dy оператор, заметим 


сначала, что внешнее произведение определяет спаривание <? X 

x ΩΡ» 0" = Q, которое позволяет отождествить (AP) c DU, 
а, (ОРТ")- отождествляется с 9"_^—". При этих соглаше- 
ниях транспонированный к 4, оператор есть (—1)?"' da. 
и соответствующий оператор Грина типа (Q’, Q"-?—')>Q, == 


является просто внешним произведением (на каждом слое). . 
14.4.3. (Лапласиан.) Пусть К = В, г = со, Х = В", Е =F = Kx; 
через & (1 <i<n) обозначаются координатные функции Ha X; 


полагаем D, = did и L -Σ ΤΊ. Оператор L есть скалярный 


дифференциальный оператор πόμμπεο <2. Если отождествить 
Qc Kx посредством репера ὦ = dé Л .../\ de”, то получим E = 
=F = Кх (ον. 14.3.3, пример) и Est 
Для 1<i<n положим ®; = (17 dei A A ET A 
ЛЕ" Л... Л de". Элементы ὦ; образуют ‚репер расслоения 
о, --Ω΄-', Если f € G!(X), обозначим через grad (f) сечение 
2 D, (f) ο; расслоения Q,. Существует такой оператор Грина G 


= | : 
ΓΞ Οία, υ) =v. grad (u) —u.grad(v) - 


+ 


: grad (u) u . grad (v)) 


$ 15. Многообразия отображений ') 


В этом параграфе предполагается, что К = В или С, Буква г оз- 
начает целое число >|, и буква $— такой элемент в Мк, что $ > 
> г; имеем $ = QO, если К — С. 


15.1. Функции класса С”* 


В этом пункте E означает вещественное банахово пространство, 
Е; и F, — банаховы пространства над К, У — открытое подмноже- 
ство BE X Γι и f — отображение из У в F,. Пространства Ε, F,-u 
Е. наделяются нормами, согласованными с их структурами ‘банахо- 
вых пространств. 


15.1.1. (Дифференцируемый случай.) en что К =К 
из = ®. Говорят, что f принадлежит: классу Ск’ (или просто C’”), 
если оно обладает непрерывными Fan ee частными про- 


изводными DEDF, } (1.7.2) для всякой пары (р, 9) таких положи- 
тельных целых чисел, чтор < rH p + 09 < 5. То же можно выразить, 


сказав, что. итерированные частные производные Рё} существуют 


и принадлежат классу С’ для всякого такого целого числа 4, что. 


О < 9<$— г. Если $ ==г, это эквивалентно утверждению, что 
f принадлежит классу С’; если $ > г + 1, это эквивалентно утнеь 
ждению, что { принадлежит классу С’и Dr, f— классу Cs” 


κ Определения и результаты этого параграфа распространяются без сущест- 
венных изменений на случай, когда банахово пространство E из n° 15.1 заменено 
замкнутым полупространством, и на случай, когда многообразие В из n°n° 15.1.6— 
15.3.2 (соотв. многообразие X из n° 15.3.3) заменено куском многообразия (11.1.2). 
В частности, ‘пространство отображений класса С” отрезка (0, 1) в К-многообразие 
У класса C° ($ > г) имеет естественную структуру К-многообразия класса C° 7, 

Другое возможное обобщение состоит в том, чтобы заменить E и В (соотв. X) 
топологическими пространствами (соотв. компактным топологическим прсстран- 
ством) и взять г = 0. Таким образом, если Х — компактное пространство и У 
есть К-многообразие класса Cs , то множество (00 (X; У) непрерывных отображений 
из X в У имеет естественную структуру К-многообразия класса Οἱ (нижележащая 
топология есть топология равномерной сходимости). 

Мы оставляем читателю труд по роли этих кратких указаний. 


we Ze 
N 
# 
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Если f принадлежит классу cs. рог рак 
_ функция DED? f имеет частную Ее относительно Ру, 
задаваемую формулой 


(1) Dr, (РЕБЕЛ) = DEDEF. 


15.1.2. (Аналитический случай.) Предположим, что $ = ©. Для 
_ всякого целого числа К > 0 обозначим через P, (Γι; Е.) простран- 
ство однородных непрерывных многочленов степени À Ha Fy со 3Ha- 
чениями в F,, наделенное нормой, определенной в приложении А.2, 
стр. 206. 

Говорят, что f принадлежит классу a (или просто С”®, если 
нет сомнения относительно К), если для всякой точки (ху, Yo) © У су- 
ществуют окрестность U точки x, в Е, вещественные числа R > 0 
и М> 0и функции h,: U — P, (Fi; F.) (ЕЕ М) класса С’ (от- 
носительно структуры дифференцируемого многообразия, лежащей 
ниже структуры К-многообразия на Py, (Γι; Ё.)), такие, что 

(i) U (yo + B (R)) CV, где В (R) — открытый шар радиуса R 
B Fy; | | | 


(ii) еслихе Uup<r,ro > |D" h, (x) | R° 
; k=0 


(iii) если xEU и t€.B(R), ‘To > й, (x) = Ti 
Yo + 2). = | 


Эти свойства влекут за собой свойство 

(iv) Для всякого ¢ € B(R) функция x +f (x, и + A) принад- 
лежит KlaccyC BU и 
(2) Di (6,040 = $ DP 0), если p< <ruxel. 


Определение функций класса С”® не ‘меняется, если приведен- 
ное выше условие (11) заменяется одним из следующих двух условий: 


(ii) Функции h, определяют морфизм класса С’ из U в веще- 
ственное банахово пространство, лежащее ниже а К-про- 
странства Fr (Fı; F2) (3.1.1 и 3.1.2). 

(ii”) Функции h, определяют морфизм класса С” из U в веще- 
ственное банахово пространство, лежащее ниже банахова К-про- 


странства 4p (ΕἸ; F2) (3.1.5). 


15.1.3. Предположим, что К == В. Для того, чтобы f принадлежало 
классу Ск”, необходимо и достаточно, чтобы f принадлежало KJIAC- 


Г ‚со 
cy C (15.1.1) и чтобы для всякого (Xo, Yo) Е`У существовали окре- 
стность У, точки (Χρ, Yo) в У и положительные вещественные 


_ ee hrs, а Ви mn = Dr κο SR ἅλα. Fe OR EE TN UNE en ας =<7 == 
= а. = -- Se athe = EN Fa 7 = DS = 2 а : к ET ET EEE ae SAT en pie ~~ 
Br = -- - Ex - - cet κκ Se Re Be RE 2 > ЕС = = TERRES И HET AE 


200 МНОГООБРАЗИЯ OTOBPAXKEHHA § 15. 


числа À и M, такие, что 
(9). | = DEDF f(x, |< A. Μ'' 
для всякого р < г, всякого g. > 0 и всякого (x, y) € Vj. 


15.1.4. Предположим, что К == С. Для того чтобы f принадлежало 
классу Сс”, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следу- 
ющие два условия: 

а) f принадлежит классу Ск” относительно вещественных 
структур, лежащих ниже комплексных структур на Fi и Fo. 

Ὁ) Для всякого (x, y) E V Dr,f (x, y) есть С-линейное отоб- 
ражение из F, в F,. Если F, конечномерно, условие а) можно 
заменить условием 


а’) f принадлежит классу С”, 


15.1.5, Множество отображений класса С”“ из Ив F, не зависит от 
выбора норм на Ё, ΓΙ, Fa. 


15.1.6, Пусть В — дифференцируемое многообразие класса С’, 
W — открытое подмножество в ВХЁ и р— отображение из 
WB F,. Пусть с = (U, ф, E,) — карта на многообразии В, 
Обозначим через W, открытоев E, X F, подмножество, являющееся 
образом относительно @ X [4». подмножества W [|] (И X F,), 
и через р, — такое отображение из W, в F,, что 


(EH, )=р(х, 9), если (x, y EW NU X Fy). 


Говорят, что отображение р: W— F, принадлежит классу 
C’*, если для всякой карты с на многообразии В отображение о,: 


:W,— F, принадлежит классу С”” в смысле 15.1.1 и 15.1.2; до- 


статочно, чтобы это условие было выполнено для некоторого семей- 
ства карт, области определения которых покрывают все В. По- 


добное отображение ϱ принадлежит классу С” (относительно ниже- 
лежащих вещественных структур на В X F, u F,); его ограничение 


на множество W ῃ ({b} X Ει) есть К-морфизм класса С° для вся- 
кого b € В. - 


15.1.7. Пусть B и В, — дифференцируемые многообразия 
класса CT u g:B,— В. — морфизм класса Cr. 


W, 4, W, Пусть W, (соотв. W,) — открытое в B, XF, (coors. 


Dil [pr в В. ХЕ.) подмножество и A— отображение 
Говорят, что h есть &-морфизм класса С”, 


δ 
ИЯ 
ПН ВАА: en ак ΠΡ 
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если ΡΠ ой = Go Pry и если Pro о À является ое класса 
C” (15.1.6) из W в Fas Eee, 

Пусть также Βα — многообразие класса С’, №; — открытое 
подмножество в В. X Fa, где Е. — банахово К-пространство, и 
с’ — морфизм класса С” из B, в Βα. Если h (соотв. h’) есть а-морфизм 
(соотв. 5”-морфизм) класса С”” из У, в №, (соотв. из W, в W;), 
то композиция h’ oh есть (g’ o g)- ΜΟΡΦΗΡῊ класса С” из. 
в Wa. 


15.2. Многообразие класса С” 
над многообразием класса € 


На протяжении всего этого пункта uepes В обозначается диффе- 
ренцируемое многообразие класса: С”. 


15.2.1. Пусть Х — множество, наделенное отображением р: X > В. 
Картой на X над В называется тройка 0 = (У, т, Ε), где У — под- 
множество в X, F — банахово . К-пространство и р — биекция MHO- 


- жества У на такое открытое в В X F подмножество, что Pry оф = 


| V. 
Пусть (θ}ιει = ((V;, di, Εύ}ιςι — семейство карт на Х над 
В. Говорят, что карты 0, es С”®-согласованными, если для 
всякой пары элементов i, j из / выполнены следующие два условия: 


а) ψ, (У; N Νὴ открыто в ВХ F; uw, (И; N Νὴ открыто в. 
ven 
Ὁ) отображение Ψ; ο dy из р; (И; N κ в Wp; (У; νὴ есть 
[Чв -морфизм класса C’” (15.1.7). 


Семейство ((V,, wp, F; Miel карт Ha Х над В, являющихся 
С’*-согласованными и таких, что их области определения У; покрыва- 
ют все X, называется С”*-атласом на X (над В). Два C’”-arnaca на- 
зываются эквивалентными, если их объединение есть С””-атлас; 
отношение С”-эквивалентности между атласами есть отношение 
эквивалентности. Класс эквивалентности С”°-атласов называется 
структурой многообразия класса С” над В на множестве X; 
когда хотят явно указать К, вместо С” пишут Ск’. Если X — 
многообразие класса C’” над В, говорят, что р: Χ-» В есть 
проекция многообразия Х; если 9 — карта на Х над В, то говорят, 
что 9 есть карта на С’*-многообразии X, если 0 принадлежит 
некоторому атласу из класса эквивалентности, определяющего струк- 


туру Ha À. 


оная вы Er EP ОНО LL 
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15.2.2. Пусть X — многообразие класса С”” над В с проекцией р. 
Ha X существует одна и только одна такая структура дифферен- 


цируемого многообразия класса С”, что для всякой карты (У, т, © 
Е) на С’*-многообразии X множество У открыто в X и что ф есть 


С’-изоморфизм из открытого в X подмногообразия У на открытое 
подмногообразие ψ (У) в В X F. Если À наделено этой структурой, 


отображение р: X — Весть субмерсия класса С”. 
Пусть БЕ Bu xX, = р (b). Ha X, существует одна H TOJIBKO 
одна такая структура К-многообразия класса С°, что для всякой 


карты 0 = (У, т, F) на С””-многообразии X тройка 0, = (У MN X, 
pr, ® 1 | (у Π X,), F) есть карта на многообразии X, Структура 
дифференцируемого многообразия класса С”, лежащая ниже этой 
структуры, индуцирована структурой дифференцируемого много- 
образия класса С” на X, определенной выше. 


15.2.3. Примеры 


(1) Если В сводится к одной точке, понятие Ск’-многообразия 
над В эквивалентно понятию К-многообразия класса С°. 


(ii) Пусть Z есть К-многообразие класса (С°; возьмем Х = В Χ. 
x Гир = pr,. На X существует одна и только одна такая струк- 


тура многообразия класса С”” над В, что для всякой карты (U, 
фр, L) на Z тройка (В Х U, Idg X » L) есть карта на С””-много- 


_ образии X. 


(iii) Пусть X — многообразие класса С”” над Bu у — STKPRÉ 
Toe подмножество в X. Структура многообразия класса С”” на У, 
индуцированная соответствующей структурой на Х, определяется 
так же, как в случае многообразий (см. 5.2.3). 

(iv) Пусть М — векторное расслоение над К с базой В и класса 


С’ (7.3.4) и x — его проекция на В. На М существует одна и толь- 


ко одна такая структура многообразия класса Ск” над В, что если 


(U, tp, Е) есть К-векторная карта на М (8.8.1), то тройка (π᾿ ΤΕ {Η 
1, Р) есть карта на Ск”-многообразии M. 


15.2.4. Пусть X — многообразие класса C’* над В, р — его про- 
екция, [, — банахово К-пространство и ᾗ — отображение из X в 


L. Говорят, что f принадлежит классу C’”, если для всякой карты 
(ИУ, ф, Ε) на С’^-многообразии X отображение (f| V) ο ψ-' u3 (У) 
в L принадлежит классу С” (15.1.6). Такое отображение принад- 
лежит классу С’, и его 2 ограничение на Χ, Be beB принадлежит 


` классу Ο". 
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15.2.5. Пусть g: B— В’ — морфизм дифференцируемых MHOTO- 
образий класса С’, X (соотв. X’) — многообразие класса C' над 
В eae В’) и h—otoOpaxenne из X в X’. To- 


4 ‘al ворят, что À есть g-mopdusm класса CS, если вы- 
В = в, полнены следующие три условия: 
а) р ой = бор, 


b) h непрерывно; 

ο) для всякой карты (V’, wp’, Е’) на С””-многообразии X’. отоб- 
ражение pr,o ф’ой из У=й (V') в F’ принадлежит классу 
С” (в смысле 15.2.4), коль скоро открытое подмножество У наде-_ 


лено структурой, индуцированной структурой на À (15.2.3, (iii)). 
Если В = В’ и g = Idg, говорят также, что A есть В-морфизм 


класса С’. Для того чтобы В-морфизм класса C’” был В-изомор- 
физмом класса C’”, достаточно, чтобы он был изоморфизмом клас- 
са CT. | 
— Пусть в”: В’ > В" — морфизм многообразий класса С’, и 
пусть X" — многообразие класса С”” над В”. Если h: X > Χ' 
есть 0-морфизм класса С” и h': Χ' -» X” есть &”-морфизм класса 
C'*, το h’ ο h есть (g’ ο 6)-морфизм класса C”*. 


15.2.6. Пусть X — многообразие класса Ск’ над Ви р — ero про- 

екция; предполагается, что $ = w, что X отделимо и что р собственно 

(Общ. топ., 1968, гл. Г, $ 10, n° 1). Toraa для всякого b € В cy- 

ществует открытая окрестность U точки b и С”®-изоморфизм из 
(0) πα U X X,, meX,=p"(b). 


15.2.7. Пусть X — многообразие класса Ск’ над В, р — его про- 
екцияи о: В -> X — сечение класса С’. Трубчатой окрестностью 
класса Ск’ сечения σ называется тройка (М, N, $), где М есть 
К-векторное расслоение с базой В и класса С’, М — открытая 


окрестность множества © (В) в Хи фесть В-изоморфизм класса Ск 
из N на открытое подмножество в М (см. 15.2.3, (iv)), переводящее 
сечение о в нулевое сечение расслоения М. 

Предположим, что s>r- Ти что многообразие В параком- 


`пактно и допускает разбиения единицы класса С” (5.3.6); тогда 
с имеет трубчатые окрестности класса Ск 


15.3. Многообразия сечений u многообразия отобра- 
жений 


15.3.1. (Структура банахова пространства на пространстве 
сечений.) Пусть В — компактное дифференцируемое многообразие 


класса С’, и пусть М — векторное расслоение над К (7.3.4) с базой 
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В и класса С’; обозначим через М, дифференцируемое многообра- 
sue класса С’, лежащее ниже M (7.4.1). Топология на Pu (В), 
индуцированная топологией равномерной С’-сходимости из 


GC” (В; M,) (12.8.10), превращает Py (В) в банахово K-npocmpancmeo. 


Пусть (U,)ier — конечное открытое покрытие многообразия 
В и для каждого i € [ пусть с; = (U,, φ,, E,) — карта на Ви & = 
= (U,, ф,, F;) — K- -векторная карта на М (8.8.1). Наделим каждое 


из E, (соотв. Е;) нормой, согласованной со структурой банахова | 


пространства над В (соотв. К), и пусть (V,)icı — такое замкнутое 
покрытие многообразия В, что У, CU, для всякого i. Для [Е 


Е fy (В) ui € Г обозначим через f, отображение из φ, (U,) B.F;, по- 
yen ное в р композиции отображений | 


U) И-М, =U, x FF, 
Положим | | 
1 = supserpsr.xev; | D (@; (x) |. 


Отображение fre |{| есть норма на Pu (В), которая определяет 


° на Pu (В) структуру банахова пространства над К. 
Если N — открытое подмножество в пространстве М, то множе- 


ство & (В; N) сечений f € Pu (В), таких, что f (В) € N, откры- 
то в м (В). 


15.3.2. Пусть В — компактное дифференцируемое многообразие 
класса С’и X — многообразие класса Ск’ (s > r + 1) над В. 
Если N — открытое подмножество в X, обозначим через LF (В; 
N) множество сечений класса С’ проекции р, образ которых CO- 
держится в М. Ha & (В; X) существует одна и только одна такая 
структура К-многообразия класса С°”, что для всякого сечения 
o € & (В; X) и всякой трубчатой окрестности (М, N, φ) класса 
# сечения о (15.2.7) тройка ($5” (В; N), 9*, Fü (B)), где φ" 
есть отображение [re фор, является картой на К-многообразии 
$” (В; X). | 
В дальнейшем ‹7’ (В; X) наделяется этой структурой. 


15.3.3. Пусть Х — компактное дифференцируемое многообразие 


класса С’и У: есть К-многообразие класса Ο (s > r + 1). Пусть . 


С’ (X; У) — множество отображений класса С” из X B Ÿ (другими 
словами, со значениями в многообразии класса С’, лежащем ниже 
У (см. 5.13.1 и 5.14.2)). Наделим 6° (X; У) структурой К-много- 
образия класса С°”, получаемой в результате отождествления с 


СОНЯ РЯ, 


И УР НИИ 
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у 
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fF (X; X X Y) (cm. 15.2.3 (ii) u 15.3.2). Его называют мяогообра- 
suem отображений класса С’ us X в У. Его топология есть топология 
равномерной С”-сходимости (12.3.10). 

Предположим, что У отделимо; этим же свойством обладает тогда 


и 6’ (X; У). Более того, множество иммерсий (соотв. погружений, 
субмерсий, сюръективных субмерсий, этальных морфизмов, изо- 


морфизмов) класса С’ из X в У есть открытое подмножество в 
С: Y 

Е X’ — компактное дифференцируемое многообразие клас- 
са С’, 9:X’— X — морфизм дифференцируемых многообразий 
класса С’и т: У -> Y’ — морфизм К-многообразий класса С“. 
Отображение f => po [оф есть морфизм класса С””” из 6’ (X; У) 
BG’ (Х’; У’). 


15.3:4. (Ослабление структуры.) Сохраним предположения и 0603- 
начения из. 15.3.3. Пусть дополнительно s’ € Ne, гег < $' < $, 


и пусть У, — вещественное многообразие класса СУ, лежащее 
ниже У (5.13 и 5.14.2). Структура вещественного многообразия 


класса С°” на С” (X; У.) лежит ниже структуры К-многообразия 


‚ класса С°” на G' (X; У). 


15.3.5. Пусть X и X’ — компактные дифференцируемые MHOTO- 
образия класса С’и С’ соответственно, ‘причем г’ << г, и пусть У 
есть К-многообразие класса Οἱ с s>r<+l. Положим Ё= 


= Inf (г — г’, $ — τ). Отображение (f, g) +» g ° [есть морфизм класса 


С' из 6” (X, Χ) χ G'(X; Y) Β ς”(Χ'; У). 


15.3.6. (Касательное пространство к С” (X; Y).) Примем предпо- 
ложения из 15.3.3; пусть f € С’ (X; У) u — касательный вектор 
вЁк многообразию С” (X; У). Если x € X, обозначим через =, OTO- 


бражение gre g (x) из С’ (X; У) в У; это морфизм класса "С 
Образ относительно 7; (€,) элемента & есть элемент &, из Ти») (У), 


отображение х+> Ё, есть поднятие класса C’ отображения f 
в Т(У) (cm. 8.6.1), и его можно отождествить с сечением класса 


С” векторного расслоения f*T (У) с базой X. Таким способом 
получается изоморфизм из касательного пространства Т; (G" (X; У)) 
на банахово пространство Sixty) (A). 


15.3.7. (Интерпретация многообразия С” (Χ; 6%. (У; 2) Пусть 
Х и У — компактные дифференцируемые многообразия класса cr 
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и C’ соответственно (1 < p<+o,l<q< ee) И 2 есть К-много- 
образие класса C с $ > 5 + 9. rae. f:X x Y + Z — непрерыв- 
ное отображение; для всякого x Е X обозначим через /, отображе- 
ние y+» f (x, y) из Y BZ. Следующие два свойства эквивалентны: 

а) Каковы бы ни были карты с = (U, ф, Е) на Х, d = (У, т, 
Е) на Уие = (1, 0,0) на 2, такие, что f (И x V) € Я, частные 
производные DEDFF отображения f’, являющегося представле- 
нием отображения Î B картах с Χ due (5.3. 2) существуют и непре- 
рывны JA D <pug <. 

b) Для всякого x € X отображение f, принадлежит классу 
СТ и отображение x +» f, есть морфизм класса С” из X в ‚многооб- 
разие CG! (У; 2). 


15.9.8. Пусть У — компактное К-многообразие класса C° cs > r + 
+ 1, и пусть Diff’ (У) — группа автоморфизмов класса С” веще- 
ственного многообразия У, класса С’, лежащего ниже У. Muoxe- 
ство Diff” (У) открыто в С” (У; У) = С” (У,; У); оно наделяется 
структурой К-многообразия класса С°”, индуцированной соот- 
ветствующей структурой Ha С” (У; У). Закон композиции ([, 5) -»- g of 
превращает Diff” (Υ) в топологическую группу. Напротив, структура 


‘многообразия класса С”””, вообще говоря, не согласована с груп- 


2 


повой структурой на Diff (У). Для [Е ПШ (У) отображение 
gt» go f u3 Diff, (У) в себя принадлежит классу C* ’, но oto6pa- 
жение gr j 5 g не принадлежит, вообще говоря, классу С*. В част- 
ности, Diff” (У) не является, вообще говоря, группой Ли }.) 


1 Предположим, что $ = со. Пусть Diff” (У) — группа автоморфизмов клас- 
са С°” многообразия У; наделим ее наименее тонкой топологией, в которой кано- 
нические инъекции Diff” (У) -> Diff” (У) непрерывны для любого целого числа 
г > 1. Пусть, с другой стороны, Diff? (У) — группа гомеоморфизмов простран- 
ства У, наделенная топологией равномерной сходимости (Тор. gen., chap. X, 8 9, n° 5, 
ргор. 11). Если dim У > 1, невозможно найти группу Ли С и непрерывные гомо- 
морфизмы из Diff” (У) в Guus Св ОИ (У), композиция которых была бы кано- 
нической инъекцией (см. Группы и алгебры Ли, гл. Ш, § 4, упражнение 7). 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


Непрерывные многочлены и формальные ряды 


° В этом приложении через F обозначается отделимое полинорми- 
рованное пространство над К, через Е; (для | < i < п) — норми- 
рованное пространство над К и через Е — топологическое вектор- 
ное пространство, являющееся произведением пространств E,. 


Ina a № и1 < / < | “ | полагаем 
a(j)=inf{REN|l < А<пи ] > -+ ::: 9%} 


(последовательность чисел & (j), тем самым, получается, если 3a- 
писать αι раз 1, ..., &, раз п). 

Через Eg, обозначается топологическое векторное пространство, 
являющееся произведением семейства пространств Ро) для 1 <. 


< |< «|. Через Нота (E:, ..., E,; F) обозначается пространство 
| & |-полилинейных отображений из Eu в Ри через Lu (Ey ..., Eu; 
Е) — подпространство в Нота (Ei, ..., E,; F), образованное не- 


прерывными полилинейными отображениями и наделенное топо- 
логией равномерной сходимости на ограниченных подмножествах 
в Ex; это отделимое полинормированное пространство. Для всякой 
непрерывной полунормы y Ha Fu всякого u € & (Ει,..., E,; Е) обо- 
значим через | и |, наименьшее число 20, такое, что 


fus, Ka) SA ll + [λα]; 

каковы бы ни были элементы X, € Ежи. Отображение и > | u |, 
есть непрерывная полунорма на пространстве Lx (Fj, ..., E,; F); 
когда у пробегает множество непрерывных ΠΟΠΥΗΟΡΜ на F, семей-` 
ство полунорм и->|и|, определяет топологию пространства 
В (δι, ..3 Bus | | | | 

Через р; обозначается каноническая проекция из E Ha E;. 
Для а € № c a 0 через р» обозначается отображение x > 
> (Pan (X) из Ев Eg. | 


А.1. Отображение f из Е в F называется мультиоднородным много- 
членом мультистепени a (c a € №) на E со значениями в F, если 
существует такой элемент 


ЙЕ Hoi: ES Е 


ЧТО | = U° ра. 
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A2. ρε Ρα (Ει, .... E,; Е) обозначается образ пространства 
Be... Е) относительно линейного отображения и == и 5 ра 
из Home (Е = F) в пространство отображений из EB Ё, 
‘наделенный топологией, являющейся фактором топологии прост- 
ранства Sa (Fj, .. ; Е). Элемент из Pa (Ej, ..., E,; F) называ- 


ется SRS eee мультистепени οἱ непрерывным. многочленом 


на E со значениями BF. Топология на Ра (Fy, ..., Εμ; Е) определяет- — 


ся семейством полунорм 
А =. inf lu; 


ue (Ew eee ‚Ен; Е), f=uopg 


где у описывает множество непрерывных полунорм на F. Если 
Е — нормированное пространство с нормой γ, то вместо |} |» пи- 
шут |}]. Пространство Ра (Ει, ..., En; F) и его топология не меняют- 
ся, если заменить данную норму на каждом Е; на эквивалентную. 
Их можно определить, стало быть, когда г. суть нормируемые ΤΟΠΟ- 
логические векторные пространства. 

В частности, элемент из Р, (Е; Е) называется однородным полной 
- степени Е непрерывным многочленом на Е со значениями в F. Про- 
странство P, (Е; F) есть прямая топологическая сумма пространств 
Pa (Ey, ..., Εῃ; Е) для [al = К. Пространство Py (Е; F) есть про- 
странство постоянных отображений u3EBF,u OHO отождествляется 
Er 


А.3. Через Р (Е; F) или P (Ej, ..., Εμ; Е) обозначается векторное 
подпространство векторного пространства всех отображений из Е 
в F, порожденное ee P, (Е; Е). Оно есть прямая 


сумма подпространств Ρα (Ει, ... : F) для @ Е №", a также под- 


пространств P, (Е; Е) для ЕЕ М. ee из P (Е; Pr называется 


непрерывным многочленом на Е со значениями BF. 


А.4. Пусть G; — нормированные пространства (для 1 <j < M). 
Пусть f; € P(E,,..., E,; G) na 1< j < т, и пусть ЕР (G,... 
..., аи; Е). Отображение 


й: хе g (f, (x), ...у Im (X)) ‘ 


принадлежит P(E,, ..., Е; ЕР). Если дополнительно f; € 
ЕР. (Eu ..., Es C) для1 <] <т (са №) ug ЕР Gi, ..., Ga: 
Е) (cB € N”), то имеем A Е Pia (Fy, ..., Εη; Р)и 


| ήν <. ЕР 


ДлЯ ВСЯКОЙ непрерывной EIER y на F (где положено | Î PS 
= τ Ah IP. 


Hi? x 
ОАО à * 
μαζών, bal tie Hi а ad 


КА ИА AA RCA 
AAN ЕЙ 
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А.5. Через P (E,, ..., E,; Е) обозначается векторное пространство, | 
являющееся произведением пространств Ρα (ξΕι, ..., Eu Е) для 


a Е Ν΄, наделенное топологией произведения дискретных тополо- 


ΓΗ͂ на каждом множителе. Эта топология превращает P (E,,... 
E,; Е) в отделимую и полную топологическую группу. Линейное 


отображение из P (Ει, ..., Εμ; F) BP (Ey, ..., En; Е), продолжающее 
канонические инъекции пространств Ро (Fj, ..., E,; Е), инъективно, 


и его образ плотен BP (E;, ..., E,; F): непрерывный полином на Е 


со a в F обычно отождествляют с его образом в Р (Ел, er 
nF). 

ee отображение пространства P (Fy, ..., Εξ F) == 

= P(E; Ε) продолжается по непрерывности до en ИЗ 


Р кн) на Р (Е; Е). Элемент из Р (E1, ..., E,; Е) называется 
формальным. рядом с непрерывными a {ΠῚ допуская. 
вольность речи, формальным рядом) на произведении пространств 
Е; со значениями BF. 


А.6. Пусть 0) (для 1< | << Mm) — нормированные пространства, 
и пусть ЕР (G,, ..., Си; Е). Отображение f => g o Тиз II Р (Ej... 


Isism о. 


‚En; Ω) BP (Ey, ..., E,; Е) продолжается по непрерывности до 
отображения (обозначаемого также через f+» goî) из ПР(Е,,... 
I<jgm 


РР 0) BPE cB В 


Пусть f; = (fra)aenn € P Ber Ο) с ро = 0. Ποπο- 
жим Î — Me отображение gie gof as ' p (Gi, =. Unk Poe 
ες... „; F) продолжается по непрерывности до отображения 


(также en Es Se 2° Г) из Р ЕС 2. вР ie 
‘ge ER 
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| |, Обозн. и согл. ΧιΧ οχι 5.11.2 


αἰ, || Обозн. и согл. px oF 651 
(о, P)) O6osH. и согл. | EYE 2 
x” Обозн. и cor. Я", (0) 74441 
г, со, ὦ Обозн. и согл. T(M) 7.6.2 
0, Ох, rid -%(g) 7.6.3 
Df (i) 121° 0° © Mi 7171 
Diu) 182 = 
i. LU. F 
aflou; 1.6.2 τοι Е. 
ci (хо) 1.6.3. и 5.5.8 Alt? (Μι; M,) 7.8.1. 
f (Xo) 1.7.1 (0) Лоб’ {6:1 
D, D; f(x) 1.7.2 Q 0* 783. 
д; ... 0,1 (хо) 1.7.3 i(s) 7.8.4 
e (U; Е) 2.3.2 OM: 7.9.1 
δ΄} 2.4.2 = 
А@ f (x,) 2.5.3 и 3.2.1 | TM) 7.9.3 
M RE Eni F) 31.184.111... ЛМ) 7.9.7 
Ию 3.1.10 4.1.1 | det (М) 7.9.9. 
HP (En En F) 31.2 и 41.2 . ᾿ Мк Обовн. и corn. 
J (Р 3.1.4 | T(X) 8.1.1 
LD, РФ, С 3.14 n 4.13 Tan P 
Bene T(XIY) 8.1.3 


|| а. β» HR (E:, 5553 En F) 3.1.5 (δ/ ἀμ) 8.1.5 


С’ (X) 5.4.2 Τ’ (X) 8.2.2 

T,(X) 5.5.1 df 822 

ΒΡ &, df, Ρε), EM) 8.233 

ξεία) 5.5.5 | pn 8.2.6 

dof, Ta (X) 5.5.6 po 8.2.7 и 8.3.1 

da 5.5.8 — | ἕΩΡ (0; Е) 8.3.1 

orıag! 5.5.8 о| У 8.3.1 

кр. 5.6.1 oA ©’ 8.3.2 | 
РТ. 566 {6, ο), Фо, 6): ὦ 832 
TIX; 5.11.9 | do 8.3.5 = 


iC] | GL (Е) 8.4.] 
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0; +f 8.4.2 

[&, η] 8.5.1 

i(p, ο), (фо, iW).o 8.6.2 
Е®С 8.8.2 

FR, Ὁ 8.8:3 
ΑΠΡ (T (X); Р) 8.8.4 
Фра 8.8.4 

d’o,.d’o 8.8.5 

0/02", 9/92* 8.8.10 
dz4, dz4 8.8.10 

Si, @., 2 9.1.4 

р, A 9.1.5 
11... 

Т (Х, У) 9.2.8 

FF 9.3.7 


mod (a) 10.1 

Jac (f) 10.1.1 

mod (@),, |@| 10.1.6 

E/E" EE’ 10.2.1 

Ог (Е) 10.2.1 

Or 10.2.2 | 

Ам =(Ory, {+1}, X, m) 10.2.2 
X 10.2.4 

ἕξω 2 10.2.6 

Ry 10.3.1 

Ry 1041 

| a (6), pee ©, i wo 10.4.3 
o|Y 10.4.3 

94 11.1.2 и 11.3.2 

T+ (4), Ty (А) 11.1.4 

_ ®|0А 11.2.2 

ЕН... 11.41. 

R, 11.4.2 

η. 11.4.5 


Nava ® \„® 11.4.6 

ge i), 121.2 

s(), bij) 12.1.2 

IE PLU, TR Ὃν 
j® (x, Ἐν. 1213 

jej 12.1.4 


Pr 13.1.5 

EN № 124.6 

P(E; Г). 122 

AMF (а), А" (f), АП (]) 12.2.1 
ΟΡ (Е, F) 12.2.2 

T (i) 12.3.4 

j* (P 12.3.7 

(К g) 12.3.9 

GL" (Е) 12.4.2 

Pie x) 1544... 

РА (п), P*(n) 12.5.1 

pk (g) 12.5.3 

ΡΕ (Е) 12.6.1 

P* (X) 126.2 

ΡΕ (и) 12.6.3 

tm (У), md, Pm(E; F) 19.6.7 
TS" (Е), TS (Е), TS™ (Е), 
TSN+F(E) 13.1.1 | 

у» (x) 13.1.1 

ch #) 13.1.2, 13.1.3, 13.2.2, 13.6.1 
ф* (В 13.14 — 
Τί) (xX), TO (Χ), ТТ (X) 13.2.1 
ex 13.4.1 

11.43.3332 

Τί) ($), px 13.2.3, 13.6.1 

TA (xX), TANT (X) 132.5 
(D, 13.2.6 

gr TU) (X), get) (X) 13.3.1 
i, ix, ty, tx y 13.3.1 

ip 13.3.1 

gr (Px) 13.3.5 

bx ts Let 1341 
BAK X) 1945 

u c 13.5.1 

FT) (Х) 13.6.1 

D* (E, Е) 14.1.1 

ЕЙ (Е, Е) 14.1.1 

ад (№0 14.14 

AM 141.6 

ΡΕ(Ε, Е) 14.1.7 

D" oD’. 14.1.8 


[D’,D”] 14.1.8 


S*(E, F) 14.2.1 
о, (D) 14.2.1 
Sym® (М; N) 14.2.2 
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Ω, М 143.1 = S'y (В) 15.3.1 | 
ID 14.3.2 J’ (В; №) 15.3.1 и 15.3.2 

О, С 14.3.4 X У 1583 

ОР 14.4.2 Diff” (У) 15.3.8, | 
grad (f) 14.4.8 СЕ, РЕ Ent). 62 
ey 15.1.1 P (Ey, .... Ев; F) AB | 
Cet 161.2 РЕ Ὁ ЕР). AS 


= НЫЕ 15.13; {Ε8, 1521 


ra 

ai 
LES 
м 

\ 

fees 
κα 
Ex 
Di 
DE 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Аналитическое многообразие 5.1.5 


— — р-адическое, вещественное, KOM- 


плексное 5.1.5 | 

Аналитическое отображение 3.2.1, 
424 531 

Атлас 5.1.3 

— векторный 7.1.3 

— С-векторный, комплексный век- 
торный 8.8.1 > 


Банахово пространство Обозн. и согл. 
Бесконечно дифференцируемая функция 
23: - 


Вектор касательный 5.5.1 

— кокасательный 5.5.6 

Входящий вектор, строго входящий 
вектор 11.1.4 

Выходящий вектор, строго выходя- 

\. щий вектор 11.1.4 


Главное расслоение 6.2.1 

Голоморфная дифференциальная фор- 
ма, голоморфное векторное поле 

_ 8.8.9 


Голоморфное отображение 3.2.1 
sn групповых многообразий 


Горизонтальное сечение 9.2.10 
Грассманово многообразие 5.2.6 
Группа аналитическая 5.12.1 

— Ли 5.12.1 

— структурная 6.2.1 

Групповое многообразие 5.12.1 


Дифференциал 5.5.6 
— внешний 8.3.5, 10.3.4 


— функции 8.2.2 

Дифференцируемая функция 1.2.1 
Дуальное векторное расслоение 7.7.3 
Дуга интегральная 9.1.3 

— — максимальная 9.1.3 


Закон действия 5.12.5 


Изоморфизм локальный 5.7.6 
Иммерсия 5.7.1 


`Индикатриса строгой сходимости 3.1.4, 


— сходимости 3.1.5 

Индуцированная TE 
форма 8.3.1, 11.2.2 

Индуцированное векторное расслое- 
ние 7.2.5 

— расслоение 6.1.5 

Интеграл векторного подрасслоения 
9.3.1 

— уравнения в полных дифференциа- 
лах 9.3.7 

Интегральное подмногообразие 9.3.1 
— слоение 9.3.2 

Интегрирование вдоль слоев 11.4.6 


Интегрируемая дифференциал ьная фор- 


ма 10.4.3 
Интегрируемое векторное подрасслое- 
ние 9.3.2, 9.4.4 


Интервал жизни 9.1.3 


Карта 5.1.1 

— векторная` 7.1.1 

— С-векторная, комплексная BEKTOP- 
ная 8.8.1 


— на многообразии класса С” над 
В 15.2.1 

— над В 15.2.1 

Касательное к слоению подрасслоение 
9.2.8 

— пространство 5.5.1 

— расслоение 8.1.1 

Касательный вектор 5.5.1 

Квазиподмногообразие 5.8.3 

— групповое 5.12.3 

Класс дифференциального оператора 
14.1.1: 


— канонический мер 10.1.4 
Класса С° многообразие, 
Примечание в начале $ 6 


— С” многообразие 5.1.5 


морфизм 


ορ ἜΝ 


τα BER 


en 


. Кривая интегральная 9.1.1, 


Е 


214 
3.2.1, 


Класса Cr ‘отображение RE 
4.2.1; 5.31 


— С’ многообразие над В 15.2.1 
— — g-mopdu3m 15.1.6, 15.2.5 
— — отображение 15. i .6, 15.2.4 
— — функция 15.1.1, 15.1.2 
Ковектор 5.5.6 
Когомологичные коциклы 6.4.1 
Кокасательное пространство 5.5.6 
Кокасательный вектор 5.5.6 
Коммутатор 8.5.1 
Коморфизм 7.2.6 
Комплексификация 5.14.8 
Комплексифицированное 
расслоение 8.8.2 
Композиция двух струй 12.1.4 
— — дифференциальных операторов 


векторное 


Компонента типа (р, 4) 8.8.4 

Конец струи 12.1.2 

Контакт бесконечного порядка 12.1 6 
— порядка >k 12.1.1 

Контакта порядок 1.1.2 
Контравариантный функтор 8.2.7 
Координат система 5.1.10 


_ Копроизведение точечного распределе- 


‚ ния 13.5.1 
Коразмерность Seg i a ps Sete 
5.8.7 | 


Коцикл 6.4.1 

Коши неравенства 3.3.4, 4. 3.1 

— формула 11:2.5 

Край (многообразие с краем) 11.1, 
примечание 

— замкнутого полупространства I. Lt 

— куска 11.1.2 oa 


Кусок 11.1.2 


Лист 9.2.2 

— связный 9.2.2 

Локально интегрируемая дифференци- 
альная форма 10.4.3 

— свободный пучок 7.4.8 À 

— точная последовательность 7.5.6 

— тривиальное расслоение на алгебры 
7.3.2 


— — — — модули 7.3.3 


Максимума принцип 3.3.7 


- Многообразие 5.1.5 


— групповое 5.12.1 

— класса CP Обозн. и согл. 

— — C 5.1.5 

— отображений класса С” 15.3.3 
— со слоением 9.2.2 
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Многочлен мультиоднородный A.l 
— непрерывный À.3 

— — мультиоднородный Α.2 

a. Pe ag sth формы 

— локально интегрируемый 10.1.5 
Морфизм векторных расслоений LEA 
— главных расслоений 6.3.1 

— многообразий 5.3.2 : 

— полилинейный 7.3.1 

— расслоений 6.1.3 


Начало струи 12.1.2 

Неравенства Коши 3.3.4, 4.3.1 

Нечетная дифференциальная форма 
10.4.1 


Неявные функции (теорема о неявных 
функциях) 1.5, 7 
Норма Обозн. и согл. 


Нормируемое пространство O603H. и 
cor. 

Носитель дифференциальной формы 
0.4.3 


Область определения карты 5.1.1, 
AR 


— строгой сходимости 3.1.4, 4.1.3 

— сходимости 3.1.5 

Образ морфизма векторных расслое- 
ний 7.5.5 

Обратный образ главного расслоения 
6.3.3 

— — векторного расслоения 7.2.4 

— — расслоения 6.1.5 

— — структуры многообразия 5.8.1 

Окрестность трубчатая 15.2.7 

Оператор Грина 14.3.4 

— дифференциальный ограниченного 
порядка 14.1.7 

— — типа E>F, порядка < k 14.1.1 

— комплексный дифференциальный 
14.1.7 | 

— полидифференциальный 14.1.11 


Ориентаций пространство 10.2.2 
Ориентация векторного расслоения 
10.2.3 


— многообразия 10.2.4 

— морфизма 10.2.5 

— определяемая комплексной струк- 
турой 10.2.7 

Ориентируемое векторное расслоение 


— многообразие 10.2.4 

Ослабление структуры 5.13.1 

— — векторного расслоения 8.7.1 

ΕΠ касательное линейное 
18.4 
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Погружение 5.8.3 
Подмногообразие 5.8.3 

— групповое 5.12.3 

— открытое 5.2.3 

Поднятие 8.6.1 

Подрасслоение векторное 7.5.1 
Поле векторное 8.2.1 

ковекторное 8.2.2 

комплексное векторное 8.8.2 . 
начальное 8.4.5 
основное Обозн. и согл. 
точечных распределений 13.2.5 


— = — класса С° 13.2.5 


{ΠῚ 


Полиномиальное отображение (одно- 


родное) 13.1.2 
Полинормированное пространство 
Обозн. и согл. 
Полидиск 3.1.6 
Полишар 3.1.6 
Полиэдральное подмножество 
— — (локально) 11.3.1 
Нолунорма Обозн. и cor. 
Полупространство замкнутое 11.1.1 
Порядок дифференциального операто- 
ра 14.1.1 
— контакта 1.1.2 
Поток интегральный 9.1.2 
Почти комплексная структура 8.8.3 
Представление морфизма 5.3.2 
Пренебрежимая функция 1.1.1 
ενα множество (локально) 
10.1.3 
Принцип максимума 3.3.7 
Приспособленная к куску карта 11.1.2 


Проекция многообразия класса С””° 


_ над В 15.2.1 
Произведение внешнее 8.3.2 
— — сечений 7.8.2 
-- внутреннее 8.3.2, 8.6.2 
_ — главных расслоений 6.2.5 
— многообразий 5.6.2 
— ориентаций 10.2.6 
— расслоений 6.1.2 
— расслоенное главных расслоений 
6.2.5 
— — многообразий 5.11.2 
— — расслоений 6.1.2 


11.3.1 


— тензорное векторных -расслоений 
7.9.1 

Производная 14} 

— р-я 1.7.1 


— частная 1.6.1 

— — итерированная 1.7.2 

Простой нуль 5.8.11 

Пространство банахово Обозн. и согл, 
— касательное 5.5.1 


Расслоенное 


— кокасательное 5.5.6 

— нормируемое Обозн. и согл. 

— полинормированное Обозн: и согл. ᾿ 

— расслоенное ассоциированное 6.5.1 

— трансверсальное 5.8.8 

Прямая точная последовательность (ло-_ 
кально) 7.5.6 

Прямой морфизм (локально) 7.5. 5 

Пучок локально свободный 7.48 

— функций 5.4.1 


Радиус строгой сходимости 3.1.4, 
4.1.3 
— сходимости 3.1.5 


Разбиение единицы класса С” 5.3.6 

Размерность многообразия 5.1.8 

— — в точке 5.1.8 

Ранг векторного расслоения 7.1.6 

— векторный 7.2.1 

— морфизма многообразий 5.5.9 

Распределение без свободного члена 
13.2.1 

— с конечным носителем 13.6.1, 13.6.2 

— — — — комплексное 13.6.2 

— точечное 13.2.1 

— — порядка < k 13.2.1 

Расслаивающая карта 9.2.7. 

Расслоение 6.1.1 

— векторное 7.8.1 

— — гомоморфизмов 7.7.3 

— — знакопеременных полилинейных 
re 701 

— С-векторное 8.8.1 

— вещественное векторное 8.8.1 

— главное 6.2.1 

— касательное 8.1.1 

— — к слоям 8.1.3 

— — относительное 8.1.3 

— кокасательное 8.2.2 

— комплексное векторное 8.8.1 

— на алгебры 7.3.2 

— — А-модули 7.3.3 

— нормальное 8.1.3 

— реперов 7.10.1 

— тензорное 7.9.3 

— трансверсальное 8.1.3 

`пространство, ACCOUM- 
ированное с главным расслоением 
6.5.1 

Расширение структурной группы 6.6.4 

Регулярная точка, регулярный край 
11.3.2 

Регулярное отношение эквивалентнос- 
TU 

Репер векторного расслоения 7. 4. 4 

Реперное № 6.5.1 
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Реперов расслоение 7.10.1 © 

Репер касательный 8.1.5 

— порядка À 12.4.3 

Росток подмногообразия 5.8.12 
Ряд степенной (разложение в) 3.2.1 
— сходящийся 3.1.1, 4.1.1 

— формальный А.5 


} 


Сарда теоремы 10.1.3 

Сечение расслоения 6.1.6, соглашение 
‚В начале ὃ 8 

— векторного расслоения 7.4. 9, со- 
глашение в начале ὃ 8 

Символ дифференциального оператора 
14.2.1 


Скалярный дифференциальный опера- 
тор 6 

— полидифференциальный 
14.1.11 

Склеивание многообразий 5.2.4 

Скорость 9.1.1 

Скрученное расслоение скаляров 10.4.1 

ar uns дифференциальные формы 
10.4.1 


Слоение 9.2.2 

— дискретное 9.2.4 

— грубое 9.2.4 

— индуцированное, 
9.2.5 


Слой 6.1.1 

Согласованные карты 5.1.2 

— векторные карты 7.1.2 

Сопряженное многообразие 5.14.2 

— сечение 8.8.2 

Спаривание 7.3.1 

Степень внешняя векторного расслое- 
ния 7.9.7 

Стокса формула 11.2.3, 11.3.4 

Строго входящий вектор 11.1.4 

— выходящий вектор 11.1.4 

— дифференцируемая функция 1.2.2 


оператор 


обратный образ 


Структурная группа 6.2.1 


Струя 12.1.2 

— бесконечного порядка 12.1.6 

— сечения 12.5.1 

Субиммерсия 5.10.1 

Субмерсия 5.9.1 

Сужение поля скаляров 5.14.1 

ua прямая векторных расслоений 
Ft) 

Сходящиеся ряды 3.1.1, 4.1.1 


Тейлора формула 2.5.1 
Типа (р, 9) дифференциальная форма 
8.8.4 


-— © атлас 5.1.4 


— © многообразие 5.1.5 


Топология равномерной С”-сходимос- 
ти 12.3.10 

Трансверсальное пространство 5 8.8 

— семейство 5.11.1, 5.11.2 

Трансверсальный морфизм 5.11.6 

Транспонированный дифференциальный 
оператор 14.3.2 


_ Тривиализация главного рая 


6.3.2 

— расслоения 6.1.4 

Тривиальное векторное расслоение 
7.1.5 | 

— главное расслоение 6.3.2 

— расслоение 6.1.4 


Ультраполунорма Обозн. и согл, 


Фактормногообразие 5.9.5 
Факторрасслоение векторное 7.5.2 
Форма дифференциальная 8.3.1 

— — знакопеременная 8.3.1 

— — максимальной степени 10.1.5 . 
Функтор векторный 7.6.1 

— — для изоморфизмов 7.6.6 
Функции переходные 6.4.2 


Целая функция 3.2.9 
Центрированная карта 5.1.5 


Четная дифференциальная форма 10.4.1 


- Чистое многообразие 5.1.7 


Член свободный точечного распреде- 
ления 13.2.1 | 


Шварца лемма 3.3.10 


Эквивалентные атласы 5.1.3 
— векторные атласы 7.1.3 
Этальный морфизм 5.7.6 


Ядро двойной стрелки. 5.11.9 
— EE vies векторных расслоений 

7.5.5 2 
Якобиан 10.1.1 | 
Якобиева матрица 1.6.4 


В-морфизм векторных расслоений 7.2.3 _ 
— — главных расслоений 6.3.1 
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— — класса С” 15.2.5 — — отображение 3.2.1, 4.2.1 


— — расслоений 6.1.3 К-многообразие 5.1.5 
C8.arnac 15.2.1 ae расслоение скаляров. 


С-векторный (атлас, карта, расслое- — 
°_ ние) 8.8.1 re дифференциальные фор 
rss. | мы 10.3. 
С’”-согласованные карты над В $-ориентация S-mophasma 11.4.3 ᾿ 


ος a en дифференциальная форма 
б-В-морфизм 6.3.1 ф-связанный 8.2.6 


К-аналитическое многообразие 5.1.5 
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Книга входит в завоевавшую мировое признание 
энциклопедию современной математики «Основы ма- 
тематики», созданную группой французских ученых, 
выступающих под псевдонимом Н. Бурбаки. 

В 1972 г. издательством «Мир» был выпущен пере- 
вод гл. IV—VI книги «Группы и алгебры Ли», а сейчас 
предлагается перевод ее начальных глав (в таком же. 
порядке выходили французские издания). Книга от- 
ражает самые современные результаты в этой области. 
В ней имеется обширный материал по теории алгебр 
Ли, свободных алгебр Ли и групп Ли. 

Книга предназначена для широкого круга мате- 
матиков различных специальностей — от студентов до 
научных работников. | 


Если Вы желаете приобрести эту книгу, оставьте в 
книжном магазине предварительный заказ. Своевре- 
менное оформление заказа гарантирует Вам приобре- 
тение нужной книги. | 


В издательстве «Мир» в 1975 г. 
готовится к выпуску 


Кон II. Свободные кольца и их связи, пер. с англ., 
22H: : | 


Автор книги, известный английский ученый Π. Kon, 
уже знаком советским математикам NO MepeBony его 
книги «Универсальная алгебра» («Мир», 1968). В но- 
вой монографии Кона собраны все известные к на- 
стоящему времени главные результаты о свободных 
ассоциативных алгебрах и близких к ним кольцах. Ос- 
новная цель книги — продемонстрировать тесную 
связь двух главных ветвей теории колец — теории 
(некоммутативных) алгебр и теории коммутативных 
колец, а также подчеркнуть, что оба эти направления 
можно рассматривать как части некоторой единой 
теории. | 
_ Книга написана с большой заботой о читателе,. 
Она будет очень полезна студентам, аспирантам уни- 


верситетов и пединститутов, а также специалистам-. 


математикам. 


Если Вы желаете приобрести эту книгу, оставьте в 
книжном магазине предварительный заказ. Своевре- 
менное оформление заказа гарантирует Вам приобре- 
тение нужной книги. 
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